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Dvelser

| dag forsgger vi med " klasseundervisning” i to af lokalerne:

| bygning 324:
Lokale 40: Thea (taler dansk)
Lokale 60: Drin (taler engelsk)

Fra kl 10.15 og frem gennemgas gvelse 6.1 og 6.2 pa tavlen.
Er der tid til overs arbejder man videre med Projekt2.

(Kyril, som normalt er i lokale 60, vil i stedet g& rundt i foyer-omraderne)
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Praktiske informationer
Eksamen

Hvordan forbereder man sig til eksamen?
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Til formelsamlingen

| kap 5 og 6 er der en del formler og tilhgrende Python kode.
Tilfgj selv noter til formelsamlingen!
Fx:

o RSS= ...

o print(my_fit.scale)

o print(my_fit.pvalues)
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\CCUER  Opsummering om simpel linezer regression

Opsummering: Simpel linezer regression
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Eksempel: Ozonkoncentration

o Ga til Python notebook:
"multiple_linear_regression.ipynb” i VS Code

Example: Ozon concentration
(+ KAHOOT x4)

ol

Visual Studio Code
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__ Multipellinearcgression |
Den linezre regressionsmodel

o Den linezre regressionsmodel (general linear model, GLM):
Yi=Bo+PBixiit..+Bxpite (i=1,....n).

Y; er den afhaengige variabel.

X1i,X2i, ..., Xpi er forklarende variable.
o Der er i alt p forklarende variable i modellen.

g; er afvigelsen (residualen).

o Vi antager & ~ N(0,02) (og i.i.d.).
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Matrice notation

Den linezre regressionsmodel (general linear model, GLM):

Yi=PBo+Bi-x1i+Br-x0i+...+&

P3 matriceform:

Y=XB+¢
Y I X1 x1 - Bo €|
Y, I x12 x2 .. B &
Y=|. X=1. . . . B= B> €= 1.
Y, 1 X1in Xon ... &y
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Mindste kvadraters metode (Least squares)
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Mindste kvadraters metode (Least squares)
Mindste kvadraters metode (Least Squares)

o Vi gnsker at estimere parametrene fy, Bi, ... .Bp.

God ide: Lad os minimere variansen af residualerne (62).

Squares”, RSS):

n
RSS=Y e =€"¢
i=1

2 = (yi—Bo— Brx1i — Poxai — .. — Bpxpi)? = (i — 9:)°

e & er en vektor med alle residualerne

Vi minimerer RSS mht. alle (p+1) Ber.
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Mindste kvadraters metode (Least squares)
Mindste kvadraters metode

Yi — Ui
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(UITE-ERMEEIFEEECEII  Mindste kvadraters metode (Least squares)

Brug Python til at estimere en lineaer regressions model:
o my_fit = smf.ols(formula = ’y ~ x1 + x2 + x3’, data=...).fit()
o Bemerk: "y ~ x1 + x2 + x3"

Print regressions-tabellen:

@ print(my_fit.summary(slim=True))

o Ga til Python notebook:
"multiple_linear_regression.ipynb” i VS Code

Example: Ozon concentration n
with multiple linear regression

Visual Studio Code
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Mindste kvadraters metode (Least squares)
Least Squares estimater

lll Theorem 6.17

The estimators of the parameters in the simple linear regression model are
given by

B=(x"x)"'x"y, (6-44)
and the covariance matrix of the estimates is
V[l = A(XTX)7, (6-45)

and central estimate for the residual variance is

., Rss !
= Ty (6-46)

Bemaerkning: For multipel linezr regression gives formlerne for
Bi og 6p, kun pa matriceform (Python udfgrer beregningerne for os).
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Hypotesetest og konfidensintervaller for B;’erne
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Multipel linezer regression Hypotesetest og konfidensintervaller for B;’erne

Hypotesetest og konfidensinterval for ;'erne

Ho;i:  Bi = Po,

the t-statistic

1. = PizPoi
IBi

tion. Further, a central estimate for the residual variance is

&ZZRSS(BO,...,BP)
n—(p+1) °

Il Theorem 6.2 Hypothesis tests and confidence intervals

Suppose the we are given parameter estimates (B, . . ., Bp) and their corre-
sponding standard errors (0p,, . . ., 0p,), then under the null hypothesis

(6-15)

(6-16)

will follow the t-distribution with n — (p + 1) degrees of freedom, and hy-
pothesis testing and confidence intervals should be based on this distribu-

(6-17)
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Hypotesetest og konfidensintervaller for B;’erne
Konfidensinterval for By og pBi

Il Method 6.5 Parameter confidence intervals

(1 — ) confidence interval for B; is given by
Bitti_as2 0p,, (6-20)

where t;_, /5 is the (1 — a/2)-quantile of a t-distribution with n — (p + 1)
degrees of freedom.

Husk: 31‘ og Gp, er beregnet med formlerne pa matriceform eller med

Python
Kahoot!
(x2)
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Multipel linezer regression Hypotesetest og konfidensintervaller for B;’erne

3wind + tlfa/Z ’ 6Bwind
—0.0693 +1;_q/5-0.015  (fra eksemplet i Python)

(For 95% konfidensintervallet bruges oo = 0.05)

Hvad er t;_4 /5 (fra hvilken fordeling)?

(tegn ogsa fordeling og markér 1,_g»)

Hvordan ville vi finde #;_ /> = f0.975 i Python (skriv koden)?

Hvad er s& 90% konfidens interval for Bina?
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Hypotesetest og konfidensintervaller for B;’erne
Hypotesetest for for f;'erne

[l Method 6.4 Level « t-tests for parameters

1. Formulate the null hypothesis: Hy; : Bi = Po,, and the alternative hy-
pOthESiS Hl,i : }gi 7é ISO,i

ﬁijﬁo,i

2. Compute the test statistic fops g, = &

3. Compute the evidence against the null hypothesis

p-value; = 2P(T > |tobs,,]) (6-19)

4. If the p-value; < « reject Hy;, otherwise accept Hy;

Kahoot!

(x2)
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Hypotesetest og konfidensintervaller for B;’erne
Fortolkning af parametre

Hvad er f3; udtryk for?
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Hypotesetest og konfidensintervaller for B;’erne
Fortolkning af parametre

Hvad er f3; udtryk for?

o Den forventede andring i y ndr x; sendres én enhed.

o Effekten af x; givet de gvrige variable.

o Effekten af x; korrigeret for de gvrige variables effekt.

o Effekten af x; "nar de andre variable er uaendret”.

(DTU Compute) Introduction to Statistics Fall 2025
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Multipel linezer regression Hypotesetest og konfidensintervaller for B;’erne

Fortolkning af parametre

Hvad er B; udtryk for?
o Den forventede andring i y ndr x; sendres én enhed.
o Effekten af x; givet de gvrige variable.
o Effekten af x; korrigeret for de gvrige variables effekt.

o Effekten af x; "nar de andre variable er uaendret”.

o Afhaenger af hvad der ellers er i modellen!

o Generelt: IKKE en kausal effekt/interventionseffekt!
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Konfidens- og pradiktionsinterval for " linjen”
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Konfidens- og pradiktionsinterval for " linjen”
Konfidens- og praediktionsintervaller

[l Method 6.9 Intervals for the line (by Python)

The (1-a) confidence and prediction intervals for the line By + B1%1 new +
coe Bpxp,new are calculated in Python by

fit.get_prediction(new_data) .summary_frame(alpha=0.05)

ll Remark 6.10

Explicit formulas for confidence and prediction intervals are given in Section
6.6.
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Multipel linezer regression Konfidens- og pradiktionsinterval for " linjen”

Konfidens- og praediktionsintervaller med matrice notation

Xnew — [1; X1newrs -+ «s xp,new]

V(?new) = V(xnewB)
= Xnew V(ﬁ)xgew

- (sznew(XTX) 71xr];ew,

V(Ynew) = V(xnew,l; + snew)
= xnewV(B)x;{ew +0”
= 02(1 4 xpew (XTX) 1x],

(DTU Compute) Introduction to Statistics
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Multipel linezer regression Konfidens- og pradiktionsinterval for " linjen”

Beregn konfidensinterval of praediktionsinterval med Python:
o x new = pd.DataFrame(’x1’:..., ’x2%:..., ’x3’:...)

o my_fit.get _prediction(x_new).summary_frame(alpha=...)

@ Ga til Python notebook
"multiple_linear_regression.ipynb” i VS Code

Example: Confidence and prediction intervals n

Visual Studio Code
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N L
Modelkontrol (Analyse af residualerne)

o Modelkontrol: Analysér residualerne for at tjekke om
antagelserne er opfyldt.

o Samme antagelser som for den simple linezere model.

Yi=Bo+Bixii+..+Bpxpite (i=1,...,n).

o Vi antager & ~ N(0,02) og i.i.d.
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Python

Man kan fa residualer og fittede y-veerdier direkte fra "fit" variablen:

o my fit = smf.ols(formula = ’y ~ x1 + x2 + x3’, data=...).fit()
@ residuals = my_fit.resid

o fittedvalues = my_fit.fittedvalues

Herefter produceres diverse plot til visual inspektion af model antagelser.

@ Ga til Python notebook
"multiple_linear_regression.ipynb” i VS Code
Example: Model control

Visual Studio Code
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En kurvelineaer model

Regressionsmodeller til ikke-lineaer data baseret pa Taylorudviklinger.

Hvis vi vil benytte en model af typen
Yi = Po+ Bixi + Pox; + €,
sa kan vi bruge en multipel linezer regressionsmodel
Yi = Bo+ Bixi1 + Poxio + €,

hvor
2
Xil =Xi, Xj2=2X;

og bruge de samme metoder som for multipel linezer regression.
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Kurvelineaitt
Python

o Ga til Python notebook
"multiple_linear_regression.ipynb” i VS Code

Example: curvilinear regression
(+ KAHOOT x1)

ol

Visual Studio Code
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Pas pd med pradiktioner udenfor datagrundlag

ll Remark 6.12

In general one should be careful when extrapolation models into areas
where there is no data, and this is in particular true when we use curvilinear
regression.

(DTU Compute) Introduction to Statistics Fall 2025
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Kollinearitet
Kollinearitet

Hvis to (eller flere) forklarende variable har en perfekt
lineser sammenhang, sa kan vi ikke afggre, hvilken som
er forklarende.

Ogsa et problem hvis sammenhangen er tat pa linezer.

Relateret til konceptet " confounders” .

Med to meget korrelerede x-variable:

o Sammen kan det vaere at ingen af dem har en "unik” effekt.

o Separat kan de have en stor effekt.
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Kollineariet
Python

o Ga til Python notebook
"multiple_linear_regression.ipynb” i VS Code

Example: Colinearity and confounding
(+ KAHOOT x1)

ol

Visual Studio Code
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Fortolkning af B;'erne

ll Remark 6.14 Interpretation of parameters

In general we can interpret the parameters of a multiple linear regression
model as the effect of the variable given the other variables. E.g. f; is the
effect of x; when we have accounted for other effects (x;, i # j). This inter-
pretation is however problematic when we have strong collinearity, because
the true effects are hidden by the correlation.
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Modeludvzlgelse (Model selection)
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Eksempel: Ozonkoncentration

Hvilke forklarende variable skal man inkludere i modellen?

Yi=Bo+Bixii+...+Bpxpi+& (i=1,...,n).

Hvis By ikke er "signifikant” - s3 kan x; udelades fra modellen?

o G4 til Python notebook:
"multiple_linear_regression.ipynb” i VS Code

Example: Model selection ﬂ

Visual Studio Code
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Modeludvidelse (forward selection)

o lkke inkluderet i bogen

o Start med en simpel linezer regressionsmodel med én signifikant
forklarende variabel

o Udvid modellen med andre forklarende variable én ad gangen

o Stop nér der ikke er flere signifikante udvidelser
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Modelreduktion (backward selection)

o Beskrevet i bogen under sektion 6.5
o Start med den fulde model
o Fjern den "mindst signifikante” variabel

o Stop nar alle tilbagevaerende parametre er signifikante

Kahoot!
(x1)
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Modeludvaelgelse

o Der er ikke nogen sikker metode til at finde den bedste
model!

o Det kraever subjektive beslutninger at udveelge en
model.

o Forskellige procedurer, enten forward eller backward
selection (eller begge), afthaenger af forholdene.

o Der findes statistiske metoder og test til at
sammenligne modeller.

o Her i kurset er kun backward selection beskrevet.
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Eksempel: Test af 3 forskellige patient behandlinger

| praksis er det vigtigt at man kan laese data ind fra en fil:
pd.read csv(...)

Linear regression kan bruges pd mange mader. Dette eksempel gar lidt ud
over kursets pensum (vi gennemgar det kun hvis der er tid).

o Ga til Python notebook:
"multiple_linear_regression.ipynb” i VS Code

Example: 3 treatment groups ﬂ

Visual Studio Code
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