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Dagsorden Praktiske informationer

Øvelser

Vi fortsætter ”klasseundervisning” i fire lokaler:

I bygning 324:

Lokale 020: Uffe (taler dansk)

Lokale 040: Alfred (taler dansk)

Lokale 060: Drin (taler engelsk)

Lokale 050: Thea (gennemg̊ar øvelser fra uge 9)

Der er ogs̊a (rigeligt) hjælpelærere til stede i
324 (foyer/stuen) og 306 (1.sal, nord)
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Dagsorden Opsummering

Opsummering - den generelle lineære model

De sidste par gange har vi talt om den lineære regressionsmodel:

Yi = β0 +β1x1,i + ...+βpxp,i + εi

hvor x1i,x2i, ...,xpi er kvantitative forklarende variable.

Vi antager εi ∼ N(0,σ2) (og i.i.d.).

Vi har ogs̊a (tidligere i kurset) talt om en statistisk model for 2 grupper:

Yi = µ1 +δxi + εi

her er xi en binær (0/1) forklarende variabel.

Her antages εi ∼ N(0,σ2) (og i.i.d.), dvs dette er ”pooled” eksemplet med éns

varians.
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Dagsorden Motiverende eksempel

Eksempel: 3 grupper

Data med kvalitativ forklarende variabel :

Gruppe A Gruppe B Gruppe C
2.8 5.5 5.8
3.6 6.3 8.3
3.4 6.1 6.9
2.3 5.7 6.1

Er der forskel p̊a grupperne A, B og C?

Gå til Python notebook ”ANOVA 1.ipynb” i VS Code

1) ANOVA: Introduction and concept
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Variansanalyse (ANOVA)

”ANOVA”

”ANalysis Of VAriance” (ANOVA) blev introduceret af R.A. Fisher for ca.
100 år siden som en systematisk måde at analysere grupper p̊a og har siden
da været vigtig for udviklingen i statistik.

I dag: Et inddelingskriterium (ensidet ANOVA)

I kursus 02402 - Næste uge: To inddelingskriterier (tosidet ANOVA)

Inddelingskriterium = faktor

Første faktor kaldes typisk treatment, anden faktor block
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Variansanalyse (ANOVA)

ANOVA: Model

Modellen kan opskrives som

Yij = µ +αi + εij ,

hvor det antages εij er i.i.d. med

εij ∼ N(0,σ2) .

µ er den samlede middelværdi

αi angiver effekten af gruppe (treatment) i

Yij er måling j i gruppe i (j g̊ar fra 1 til ni)
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Variansanalyse (ANOVA)

Matrice notation

Model for ”flere grupper”:

Yi = µ +α1 · x1i +α2 · x2i +α3 · x3i + εi

Kan ogs̊a skrives p̊a matriceform:

Y = Xβ + ε

Y =


Y1
Y2
...

Yn

 X =


1 x11 x21 ...
1 x12 x22 ...
...

...
...

...
1 x1n x2n ...

 β =


µ

α1
α2
...

 ε =


ε1
ε2
...

εn


Man må indføre ”dummy variable”:
{x11,x12, ...,x1n}= {1,1,1,1, ...,0,0,0,0, ...,0,0,0,0}
{x21,x22, ...,x2n}= {0,0,0,0, ...,1,1,1,1, ...,0,0,0,0}
{x31,x32, ...,x3n}= {0,0,0,0, ...,0,0,0,0, ...,1,1,1,1}
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Variansanalyse (ANOVA)

Koncept for sammenligning (hypotesetest)

Vi vil nu sammenligne middelværdier (µi = µ +αi)
i modellen:

Yij = µ +αi + εij, εij
i.i.d.∼ N(0,σ2) .

Nulhypotesen er givet ved:

H0 : αi = 0 for alle i.

Modhypotesen (alternativhypotesen) er givet ved:

H1 : αi ̸= 0 for mindst et i.

Vi skal opstille én samlet test: ”F-test”

(dvs ikke det samme som at teste alle αi = 0 én ad gangen)
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Variansanalyse (ANOVA) Variation ”dekomposition”

Variation ”dekomposition”

Med modellen

Yij = µ +αi + εij, εij
i.i.d.∼ N(0,σ2)

kan den ”totale variation” i data opspaltes:

SST = SS(Tr)+SSE .
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SST: ”Total variation”

SS(Tr): Variation imellem grupperne

SSE: Variation inden for grupperne



Variansanalyse (ANOVA) Variation ”dekomposition”

Formler for kvadratafvigelsessummer

Den samlede variation

SST =
k

∑
i=1

ni

∑
j=1

(yij − ȳ)2

Variation mellem grupperne (variation forklaret af modellen)

SS(Tr) =
k

∑
i=1

ni(ȳi − ȳ)2

Variation inden for grupperne (variation tilbage efter model, dvs. af
residualerne)

SSE =
k

∑
i=1

ni

∑
j=1

(yij − ȳi)
2
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Variation mellem grupperne (variation forklaret af modellen)

SS(Tr) =
k

∑
i=1
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2

(DTU Compute) Introduction to Statistics Fall 2025 16 / 43



Variansanalyse (ANOVA) Variation ”dekomposition”

Formler for kvadratafvigelsessummer

Den samlede variation

SST =
k

∑
i=1

ni

∑
j=1

(yij − ȳ)2
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Variansanalyse (ANOVA) Variation ”dekomposition”

Dekomponering af variation i data
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Variansanalyse (ANOVA) Variation ”dekomposition”

Bevis i bogen (s. 312)
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Variansanalyse (ANOVA) Estimering af parametre

Parameterestimater

Yij = µ +αi + εij, εij
i.i.d.∼ N(0,σ2)

µ̂ = ȳ

α̂i = ȳi − ȳ

σ̂2 = ”MSE” = SSE
n−k

Gå til Python notebook ”ANOVA 1.ipynb” i VS Code

2) ANOVA: Estimate parameters µ, αi and σ2
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Hvad er y:

Hvad er yi:



Variansanalyse (ANOVA) Estimering af parametre

MSE - sammenvægtet varians inden for grupperne
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Variansanalyse (ANOVA) ANOVA tabellen

Variansanalyseskema

Source of Deg. of Sums of Mean sum of
variation freedom squares squares

Treatment k−1 SS(Tr) MS(Tr) = SS(Tr)
k−1

Residual n− k SSE MSE = SSE
n−k

Total n−1 SST

n: Antal observationer

k: Antal grupper

Gå til Python notebook ”ANOVA 1.ipynb” i VS Code

3) ANOVA: The ANOVA table with Python ”ols”
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F-test
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F-test
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F-test

F-test

Vi har (Sætning 8.2)

SST = SS(Tr)+SSE

Herfra kan man udlede teststørrelsen:

F =
SS(Tr)/(k−1)

SSE/(n− k)
=

MS(Tr)
MSE

=
”between group variation”

”within group variation”
,

hvor

k er antal grupper, n er antal observationer.

Hvad vil man konkludere n̊ar F er meget stor/lille?

(DTU Compute) Introduction to Statistics Fall 2025 25 / 43



F-test

F-test

Under nulhypotesen følger F en F-fordeling:

Se Ex 2.97 + Appendix i bogen om F-fordeling
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F-test

F-fordelingen og F-testen

Plot af F-fordeling med n = 12 og k = 3:

De 5% mest ekstreme værdier ligger over 4.26.

(DTU Compute) Introduction to Statistics Fall 2025 27 / 43



F-test

Tænkepause (tegn og fortæl)

F-testen er en én-sidet test!

F = SS(Tr)/(k−1)
SSE/(n−k) = MS(Tr)

MSE

Hvad er ”Fobs” og ”Fcrit”?

Hvordan finder vi p-værdien? (og hvordan gør man med Python)
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F-test

Variansanalyseskema inkl. F-test

Source of Deg. of Sums of Mean sum of Test- p-
variation freedom squares squares statistic F value

treatment k−1 SS(Tr) MS(Tr) = SS(Tr)
k−1 Fobs =

MS(Tr)
MSE P(F > Fobs)

Residual n− k SSE MSE = SSE
n−k

Total n−1 SST

Gå til Python notebook ”ANOVA 1.ipynb” i VS Code

4) ANOVA: F-test
(+KAHOOT x4)
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Post hoc sammenligninger

Post hoc samenligninger

Hvad mener vi med ”Post hoc sammenligninger”?

Har vi allerede lært at sammenligne to grupper?

Hvis vi har MANGE grupper og sammenligner dem parvist, hvad sker der s̊a
med risikoen for at lave en Type I fejl?
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Post hoc sammenligninger Konfidensinterval for forskel mellem to grupper

Post hoc konfidensinterval for parvis forskel p̊a grupper

Genbesøg ogs̊a Theorem 3.54

Bemærk de færre frihedsgrader, da der estimeres flere parametre i beregningen af
MSE = SSE/(n− k) = s2

p (det sammenvejede variansestimat).
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Post hoc sammenligninger Konfidensinterval for forskel mellem to grupper

Post hoc beregning af ”Lest Significant Difference”
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Post hoc sammenligninger t-test for forskel mellem to grupper

Post hoc t-test for parvis forskel p̊a grupper
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Post hoc sammenligninger t-test for forskel mellem to grupper

Bonferroni korrektion af α

Fik du fat p̊a det med ”Bonferroni korrektion” af α?

Hvad gør man og hvorfor gør man det?

(Læs selv 8.14 i bogen)

(DTU Compute) Introduction to Statistics Fall 2025 37 / 43



Modelkontrol
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Modelkontrol
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Modelkontrol

Modelkontrol (analyse af residualer)
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Modelkontrol

Modelkontrol

Vores model:

Yij = µ +αi + εij, εij
i.i.d.∼ N(0,σ2) .

Gå til Python notebook ”ANOVA 1.ipynb” i VS Code

5) ANOVA: Model control
(+KAHOOT x1)
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Hvad er vores antagelser?

Hvad kan vi gøre for at tjekke om antagelserne er OK?
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