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Vi vil undersgge en population ved at udfgre et eksperiment og
udtage en reprasentativ stikprgve.

Vi definerer en stokastisk variabel X : § — IR, som afbilder eksperimentets
udfald til numeriske vaerdier. Den stokastiske variabel repraesenterer
eksperimentets udfaldsveerdi fgr det udfgres.

@ Opsummering

Vi kan s formulere en statistisk model ved at tilknytte den stokastiske
variabel en sandsynlighedsfordeling.

Vi vil sa betragte en stikprgvefunktion g : R” — R. Det kunne eksempelvis
vaere stikprgvegennemsnittet eller stikprgvevariansen.

o Hvis funktionen g bruges til at estimere en ukendt
populationsparameter 6, kaldes g(Xi,...,X,) en estimator for 6 og
g(x1,...,x,) et estimat for 6.

o Hvis funktionen g bruges til hypotesetest, kaldes g(Xi,...,X,) en
teststgrrelse og g(x1,...,x,) den observerede teststgrrelse.
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Sidste uge

Sidste uge omhandlede en type intervalestimatorer kaldet
konfidensintervaller.

Lad X = (X1,...,X,) veere en stikprgve med ensfordelte,
uafhaengige variable. Et y-konfidensinterval for
populationsparameteren 6 er givet ved [u(X),v(X)] sadan,
at

P(u(X) < 0 <v(X)) = 7.

Her er u og v stikprgvefunktioner, der afthanger af
fordelingen for de stokastiske variable.
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Sidste uge

Den centrale graensevaerdisatning
Lad X fglge en vilkarlig fordeling med E[X;] = u og V[X;] = 6. Hvis n er
stor (n > 30), sa vil bdde Z og T defineret som

z=""F o5 T=
o2/n S?/n

fglge en standardnormalfordeling.

Siden t-fordelingen konvergerer til en standardnormalfordeling for n — oo,
kan man benytte begge fordelinger til at konstruere konfidensintervaller.

| dette kursus baseres konfidensintervaller for middelvardien altid pa
en t-fordeling, jf. metode 3.9.
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Sidste uge

Konfidensintervallerne for gennemsnittet/middelvaerdien (1) var baseret pa
hovedresultaterne nedenfor:

Lad (X1,...,X,) veere en stikprgve med ensfordelte, uafhaengige variable.
o Hvis X; ~ N(u,6?), hvor variansen er kendt:
X—pu

Vo?/n

o Hvis X; ~ N(u,0?), hvor variansen er ukendt og estimeres med S2:

Z= ~ N(0,1%).

T=——-~tn-1).
S?/n
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Sidste uge

Et (1 — a)-konfidensinterval for i fis ved fglgende beregninger:
DaT~t(n—1) ma ]P’(ta/z <T< tl—a/z) =1—«, hvor 1, er p-fraktilen i en t-fordeling
med n — 1 frihedsgrader. Det gaelder endvidere, at

Da t-fordelingen er symmetrisk omkring nul gzelder, at #, = —#;_,. Derfor kan dette
omskrives til:

_ S — S
l—a=P <X+f17a/2W 2 U ZX—fl—oc/ZW) .

Derfor bliver (1 — ot)-konfidensintervallet for u: [Y*tl—a/z%aYthl—a/z%}-
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Sidste uge

Et (1 — a)-konfidensinterval for 62, nar X; ~ N(u,6?), fas ved fglgende beregninger:
Lad
(n—1)s?

Y= p)

S3 vil Y fglge en y2-fordeling med n — 1 frihedsgrader. Derfor gaelder, at
P (%é/z <Y< Xiwz) =l-a,
hvor xpz er p-fraktilen i en y2-fordeling med n— 1 frihedsgrader. Bemaerk s3, at

(n—1)8?
T2 < X]zfa/z

_p( L 0 ]
xé/z T (n=1)§ J5124)5/2

_ 2 _ 2
P((n 21)S S0t (n2 1)s )
xcx/z xlfa/z

IN

P (Xé/z Sr< X]zfa/z) =P (%é/z
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Generelt for i dag

For at undersgge en hypotese ggr vi fglgende:
@ Vi definerer og afgraenser en population
Vi formulerer en statistisk model
Vi opstiller et eksperiment og udtager en repraesentativ stikprgve

Vi beregner en eller flere teststgrrelser

© ©6 0 ©

Vi sammenholder den teoretiske model med de foreliggende
observationer

Vi kan s udtale os om hypotesen i forhold til vores antagelser og den
foreliggende data.

Vi arbejder efter den videnskabelige metode.
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Eksempel — sovemedicin

Forskel pa sovemedicin

| et studie er man interesseret i at sammenligne 2 sovemidler, A og B. For
10 testpersoner har man f3et fglgende resultater, der er givet i forlaenget
sgvntid i timer (forskellen pa effekten af de to midler er angivet):

Person | Forskel
1.2
2.4
1.3
1.3
0.9
1.0
1.8
0.8
4.6
1.4

Stikprgve med n = 10:

x = 1.67 (gennemsnit)
s =1.13 (standardafvigelse)

Soo~Noohrwnr
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Eksempel — sovemedicin

Hypotesen om ingen forskel:
Hy: u= 0

hvor i er den gennemsnitlige forskel i sgvnlaengde (" effekten”).

Stikprgvegennemsnit og

_standardafvigelse: Er data i overensstemmelse med

nulhypotesen Hy?

x=1670=1 e .

s=113=6 ata: X=1.67, Hyp: =0 |
NYT: p-veerdi NYT: Konklusion

p=0.00117 Vi forkaster Hy og konkluderer,

at der er en signifikant forskel pa
effekten af middel B
sammenlignet med middel A.

(Udregnet under antagelsen, at
Hj er sand).

v

v
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Metode 3.23: Test med en stikprgve

En #-test med en stikprgve undersgger om populationsmiddelvaerdien
afviger signifikant fra vaerdien U:

For en (kvantitativ) situation med én stikprgve, er p-vaerdien givet ved:
p-vaerdi =2 P(T > |tops|)
hvor T fglger en t-fordeling med (n— 1) frihedsgrader.
Den observerede verdi af teststgrrelsen, som skal udregnes, er
fops =~ HO
obs — S/\/ﬁ )
hvor Ly er vaerdien af ( under nulhypotesen:

Hy: u=up.

Forar 2024 (F24) 13 / 44
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Dagsorden

© t-test med en stikprgve

02323 Introduktion til statistik
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Definition og fortolkning af p-vaerdien (generelt)

p-vaerdien udtrykker evidens mod nulhypotesen — Tabel 3.1:

p <0.001 Meget staerk evidens imod Hy
0.001 <p <0.01 Stzerk evidens imod H

0.01 <p <0.05 Nogen evidens imod Hy
0.05<p<0.1 Svag evidens imod Hy
p>0.1 Meget svag eller ingen evidens imod Hy

Definition 3.22 af p-vaerdien:

p-verdien er sandsynligheden for at observere en teststgrrelse som er
mindst lige sa ekstrem som den observerede testvaerdi. Denne
sandsynlighed udregnes under antagelse om, at nulhypotesen er sand.
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r-test med en stikprave

Eksempel — sovemedicin

Hypotesen om ingen forskel:
Hj: = 0

hvor u er den gennemsnitlige forskel i sgvnlaengde.

Beregn p-verdien:

Udregn testveerdien:
1.67—0 2P(T > 4.67) =0.00117

fobs = ———— = 4.67
> 113410

2 * (1 - pt(4.67, df = 9))

Fortolkningen af p-vaerdien ud fra Tabel 3.1:

Der er staerk evidens imod nulhypotesen.
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1-test med en stikprave

Eksempel — sovemedicin: Automatisk i R

t.test (x)

#Hi#t

## One Sample t-test

#i#

## data: x

## t = 4.7, df = 9, p-value = 0.001
## alternative hypothesis: true mean is not equal to O
## 95 percent confidence interval:
## 0.8613 2.4787

## sample estimates:

## mean of x

#i# 1.67
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t-test med en stikprgve

Eksempel — sovemedicin: Manuelt i R

x <- c(1.2, 2.4, 1.3, 1.3, 0.9, 1.0, 1.8, 0.8, 4.6, 1.4)
n <- length(x)

tobs <- (mean(x) - 0) / (sd(x) / sqrt(n))

2 * (1 - pt(abs(tobs), df = n-1))

## [1] 0.001166
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1-test med en stikprave

Definition af hypotesetest og signifikans (generelt)

Definition 3.24: Hypotesetest

Vi siger, at vi udfgrer en hypotesetest, nar vi velger at afvise eller
acceptere en nulhypotese ud fra data.

En nulhypotese afvises pa et a-signifikansniveau, hvis den observerede data
giver anledning til en p-vaerdi mindre end signifikansniveauet «, der er valgt
pa forhand.

Ellers siges nulhypotesen at vaere 'accepteret’. Det er mere korrekt (langt
at foretraekke) at sige, at nulhypotesen ikke kan afvises.

Definition 3.29: Statistisk signifikans

En effekt siges at vaere (statistisk) signifikant, hvis p-vaerdien er mindre end
signifikansniveauet .

Oftest bruges @ = 0.05.

v
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Eksempel — sovemedicin

Med o = 0.05 kan vi konkludere fglgende:
Idet p-vaerdien er mindre end o, forkaster vi nulhypotesen.

Og:
Vi har pavist en signifikant forskel pa effekten af middel
B sammenlignet med middel A. (Og dermed, at B virker

bedre end A).
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Kritiske vaerdier
Man kan ogsa udfgre hypotesetest ved brug af kritiske vaerdier, som er
taerskelvaerdier for observerede teststgrrelser.

Definition 3.31 - Kritiske veerdier for t-testen:

(1 — Oc) kritiske vaerdier for den dobbeltsidet t-test med en stikprgve er
(a/2)- og (1 — a/2)-fraktilerne i t-fordelingen med n— 1 frihedsgrader:

loj2 OB l1—q)2-

Metode 3.32: t-test med en stikprgve ved brug af kritiske vaerdier

En nulhypotese afvises pa et a-signifikansniveau, hvis den observerede
teststgrrelse er mere ekstrem end de kritiske veerdier, dvs. hvis

fobs < g2 eller tj_gn <tobs (alt. [tobs| > t1_g/2)-

Ellers accepteres nulhypotesen (Ellers kan nulhypotesen ikke afvises).

v
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Kritiske vaerdier og konfidensintervaller

Dagsorden

O Kritiske veerdier og
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konfidensintervaller
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Kritiske vaerdier og hypotesetest
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Acceptomridet bestar af de vardier af #,,s, som ikke er for langt vaek fra 0

(standardiseret skala):

Accepter

to.025
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Kritiske vaerdier og hypotesetest

Acceptomradet bestar af de veerdier af Uy, som ikke er for langt vaek fra
stikprgvegennemsnittet (oprindelige skala):

Accepter

X +1t9.0255/¥N X X+1p.9755/N
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Kritiske veerdier og konfidensintervaller

Bemaerkning 3.34
Et o inden for konfidensintervallet opfylder, at

- s s _ s
Mo € x—fl—a/z'%,x‘Fh—a/z'% @IX—H0’<fl—a/2'ﬁa

hvilket er akvivalent med

X — Ho|
5 <t1706/2'

N

Dette er ensbetydende med

|t0b5| < tl*OC/Z?

hvilket netop siger, at Ly accepteres, idet #,ps er inden for de kritiske
veerdier.

Kritiske veerdier, konfidensintervaller og hypotesetest

Man kan ogsa udfgre hypotesetest med konfidensintervaller.
Satning 3.33: Konfidensintervaller i hypotesetest
Vi betragter et (1 — o)-konfidensinterval for u:

s

v
Konfidensintervallet svarer til acceptomradet for Hy, ndr man tester
hypotesen (imod en dobbeltsiden modhypotese)

)_C:ttl—a/Z'

Hy: p= Ho.

(Ny) fortolkning af konfidensintervallet:

Konfidensintervallet indeholder de vaerdier, som vil blive accepteret i
hypotesetesten pa baggrund af den observerede data.

4
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Dagsorden

© Hypotesetest — generelt
o Den alternative hypotese (Modhypotesen)
o Den generelle metode
o Fejlslutninger ved hypotesetest!

v
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Den alenaive hypotese (Mochypotesn) Den generlle metode
Den alternative hypotese (Modhypotesen) Trin i en hypotesetest — Et overblik

) . . . Helt generelt bestdr en hypotesetest af fglgende trin:
Indtil nu har det vaeret underforstaet, at testen er todsidet (dobbeltsidet):

(non-directional) 1 Formulér nulhypotesen (og modhypotesen) og valg et

Alternativet til Hy: 1 = o er Hy : W # Uo. signifikansniveau o (vaelg "risikoniveauet™).

2 Udregn vaerdien af teststgrrelsen ud fra de observerede data.
Der kan veere andre situationer, f.eks. ensidet (= directional)
modhypoteser:

Alternativet til Hy: w =g er H : u < Up.

3 Udregn p-vaerdien ud fra teststgrrelsen holdt op imod den rette
fordeling.

4 Sammenlign p-vaerdien med signifikansniveauet @ og konkludér.

Vi holder os til den tosidet test (non-directional) i dette kursus! . , - .
Alternativt, konkludér ud fra de relevante kritiske vaerdier eller det relevante
konfidensinterval. |
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Fejlslutninger ved hypotesetests Retssalsanalogi

Der findes to slags fejl (dog kun én af gangen)

En person star stillet for en domstol:

Type |: Afvisning af Hy, nar Hy er sand.
Type II: Ikke afvisning/godkendelse af Hy, nar Hy er sand.

En person bliver stillet for en domstol under en specifik anklage.
Nul- og modhypotesen (den alternative hypotese) er:

Hy: Personen er uskyldig.

Risikoen for de to typer fejl kaldes saedvanligyvis: Hy: Personen er skyldig.

P(Type | fejl) = a
( yp ! ) At man ikke kan bevises skyldig er ikke det samme som, at man er bevist
P(Type Il fejl) =B uskyldig:

Sagt pa en anden made:
Accept af en nulhypotese er ikke et statistisk bevis for, at nulhypotesen er
sand!

Type | fejl kaldes en falsk-positiv, medens en type |l fejl
kaldes en falsk-negativ. Endvidere kaldes sandsynligheden
1 — B nogle gange teststyrken (power) eller den statistiske
fglsomhed (sensitivity).
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Felluningr ved hypoeseest!
Fejlslutninger ved hypotesetest

Saetning 3.39: Signifikansniveauet er risikoen for at begd en Type | fejl

Signifikansniveauet @ i hypotesetests er risikoen for en Type | fejl:

P(Type | fejl) = P(Afvisning of Hy nir Hy er sand) = «

To mulige sandheder mod to mulige konklusioner:

Afviser Hy

Afviser ikke H)

Hy er sand Type | fejl (o) Korrekt accept af H)
Hy er falsk | Korrekt afvisning af Hy Type Il fejl (B)
Mindre @ = stgrre B (og omvendt)
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Eksempel — Hgjde pa studerende
x <- c(168, 161, 167, 179, 184, 166, 198, 187, 191, 179)
hist(x, xlab = "Hgjde", main = "", freq = FALSE,ylab="Tethed")
lines(seq(160, 200, 1), dnorm(seq(160, 200, 1), mean(x), sd(x)))
1;0 1;0 1;0 15‘)0 ZAO
Hgjde
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Dagsorden

O Modelkontrol: Normalfordelingsantagelsen
o Q-Q plot for normalfordelingen
o Transformation mod normalitet
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Eksempel — 100 observationer fra en normalfordeling

xr <- rnorm(100, mean(x), sd(x))
hist (xr,xlab="Hgjde" ,main="",freq=F,ylab="Tethed",ylim=c(0, 0.035))
lines(seq(130, 230, 1), dnorm(seq(130, 230, 1), mean(x), sd(x)))

2

T T T T T T T 1
140 150 160 170 180 190 200 210

Hgjde

Teethed
0.000 0.010 0.020 0.030
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Eksempel — Hgjde pa studerende: ECDF Eksempel — 100 observationer fra en normalford.: ECDF

plot(ecdf(x), verticals = TRUE) xr <- rnorm(100, mean(x), sd(x))

xp <- seq(0.9#min(x), 1.1*max(x), length.out = 100) plot(ecdf (xr), verticals = TRUE)
lines(xp, pnorm(xp, mean(x), sd(x))) xp <- seq(0.9*min(xr), 1.l*max(xr), length.out = 100)
ecdf(x) lines(xp, pnorm(xp, mean(xr), sd(xr)))
o
- R ecdf(xr)
«© 3
o
2 S ) )
£ 2 31
o < | Z
o Soe ]
o
o o4
e o
e T T T T T ° T T T T

160 170 180 190 200

X
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Eksempel — Hgjde pa studerende — Q-Q plot Q-Q plot for normalfordelingen

Metode 3.42 - Formel definition

De sorterede observationer, x(y),...,X(,) plottes mod de teoretiske fraktiler
i normalfordelingen. Der findes forskellige definitioner af fraktilerne:

qqnorm(x)
qqline(x)

Normal Q—-Q Plot

o | R, narn > 10:

190
I

_i-05

Di

o IR, narn<10:

Sample Quantiles
80
|

170
L

-15 -1.0 -05 0.0 05 1.0 15

Theoretical Quantiles
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VYIRS NS [ TN Q-Q plot for normalfordelingen Modelkontrol: Normalfordelingsantagelsen [ERECT SIS TREI S anr 1o

Eksempel — Hgjde pa studerende: Sammenligning med Eksempel — Radon data
simulerede data

g of 0 ° g o0 ° radon <- c(2.4, 4.2, 1.8, 2.5, 5.4, 2.2, 4.0, 1.1, 1.5, 5.4, 6.3,
o 1.9, 1.7, 1.1, 6.6, 3.1, 2.3, 1.4, 2.9, 2.9)

par(mfrow = c(1,2))
hist (radon)
qgnorm(radon)
qqline(radon)

Histogram of radon Normal Q-Q Plot

Frequency

Sample Quantiles

radon Theoretical Quantiles
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Transformation mod normalitet [y e L Py T'-ansformation mod normalitet
Eksempel — Radon data: Log-transformation Dagsorden

© Opsummering

logRadon<-log(radon)

@ Motiverende eksempel — sovemedicin
par(mfrow = c(1,2))

bist (LogRadon) © t-test med en stikprgve

qqnorm(logRadon)
qqline(logRadon)

O Kiritiske vaerdier og konfidensintervaller

Histogram of logRadon Normal Q-Q Plot

" ’ © Hypotesetest — generelt

) . o Den alternative hypotese (Modhypotesen)
- o Den generelle metode
i. Z o Fejlslutninger ved hypotesetest!

) : O Modelkontrol: Normalfordelingsantagelsen

) . o Q-Q plot for normalfordelingen

oo es a5 a a4 o 1 o Transformation mod normalitet

logRadon Theoretical Quantiles
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