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Saalamgc vi belragte Lysel som Straaier, del' indbyrdes interferel'e, bl'ydes 015 tiliJagekastes 

i Legcmernes Overflader eftel' visse Love, er VOl' Opfattelse af Lysbevmgelsen endnll kUll 

elementror og stykkcvis, idet yi opl0se den almindelige Grundlov for hele Lysbevrogelsen i 

EnkeltIove og aclskille Famomener, som vresentlig 110re sammen, Denne eiernentrere Ue­

traglningsmaade hal' og vii dog aWd have sin store Betydning, men saa\ronge vi ikke kunIle 

k011lme lid over den, ville mange af Optikens Opgaver komme til at henstaa 1110ste 015 
llopioselige. 

Den almindelige Grundlov for Lysbcvrogelsen er ligesom Lovene for Elektricitelens 

015 Elast.icitetskrroftel'l1es FOl'piantning af en si11lpel Form, idet den kan udtl'ykkes ved tre 

samtidige parliclle Iinerere J)ifl'erentialligninger af :tnden Orden, hvori de tre Svingnings­

komposanler ere de afIHl~ngige, Hllmmels 0i!-' Tideus Koordinater de uafiucngige Variable. 
Aile den formeHe ()ptiks Opgaver maa kunne lade sig henfol'e til Integrationen at' disse 
Ligninger. 

I en Afhandling (I Leber die Ref1exion all eineI' l(ugeItHiche I) havde A. Clebsch 1) sogt 

at besternme LysetR Tilbagekastning fra fu Ids t ro n dig ref1ekterende Kllgleflader ved al 

gaa ud fru ElasticitetiilheorienR Di/Terentialtigningel', men den egentIige IIovedvunskeligbed 

lykkedes det deu dygtige Mnthematiker ikke at ovcrvindc) hvad Forfattel'en lHltalel' i Ind­

ledningen med de Ortl: "Die Hesllltate del' ganzcn l;ntersuchung sind sehr verwickcIt, 

und namentIich t'Ur den in del' Optik wichtigen Fall einer sehl' kleinen WeIlenllinge scheint 

es sehr schwer dieselben einfach in, passellder Form darwstellen)). Hvorimod del' tilfojes: 

"Del' entgegengesetzte Fall eines gegen die Wellenllinge sehr kleinen Radius del' reflecti­

renden Kugel ist dagegen frtr cine Annlihemng sehr geeignet I). 

De Difl'erentialligningel', hvol'fra llrervwl'ende Undel':sogelser gaa ud) have vmret 
fremstillede og hegrundede i f1ere at' mine tidligere Arbejder. De adskille sig fra Elastici­

tetstheoriens dervcd, at de udellikke l\Illligheden at' Lmngclesvingninger, og da de gjrolcle 

I) Crclles Joul'llal, Ed. 61, S. 195. 1863. 
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for cUl\ert Pllukl i cl hvilhel:::oll.lhcl:::1 gjcIJIICIllsil,1igl. hetcl'ogcllt \lediulll, \ille Grww;c­

hctingeisel'1lc vcd Overgallgen fra et Legemc litel:tndet lade sig udlede af selvc J)ill'crcu­
tiall igni ngel'l1e. 

I et tidligere ArlJejcie "Fal'vespredllingells Theuri" I) hal' jeg al" de sammc Dilrercn­

tialligningcl' uelledet Forllllcl', som Ijenc til Hestemrnelsen af l,yslJevwgelscll i et af kOI\­

ecntriske, kllgleformigcLag bestaaclldc Medium, og Beregllillgen hlev Ilcr anveudt paa ct 

Systcm af s m aa, ved domt" Hum adskiItc Kugler mc(l s tor c induyl'des Afstande, mcd 

det l\Iaal fot' Oje al IJcsternme Lysbrydningens Aflw:-ngighcd af Systemets TllitllCd. Sencl'c 

har jcg benyttet cle snmme Hwkkelldviklinger til Lflsningen at' den Opgme, 80m jeg ller 

har for 0je, nemlig Bcstcl11melscn 'af dcn Lysbencgelse, som fremkommer, naar en II 0-

mogen, gjennemsigtig og isotrop Kugle belyses af plane, parallele 1.ys­

b 0 I g c r, og det Cl' ogsaa ad denne Yej lykkedes mig at naa til de sarnme Itesullatel', 80m 
her 8kullc meddeles. i\len jeg liar i del fulgende forctl'llkket en audell og simplere Frern­

slillingsmaade, hvoI'ved jeg tillige lil Lette/sc for Lu.:snillgen l'kal uudgaa at forlldswtte 

Hjenclskab til mit tidligere ArlJejde. 

I. Gl'rensebetingclscl'. 

\ed ~, 'fj, (hctegnes Lyssvingningel'llcs I(omposautcl', svareude til Tids- og HUUl­

hoordillatcl'1le i, te, y, z. Indfores cndvidere Beteglleisel'l1e 
d 2 d 2 d 2 d; dr; d( 

J ~ = dm 2 + dy 2 + dz 2' 0 = da; + dy + dz ' 

ville Lovclle for Lysbevcegelsen i et hvilkctsomhelst gjmlllemsigtigt MediuUl kUIlIle udLl'ykkes 

ved de tre Dill'el'enlialligningel' 

.. dO 1 d2~ 
J'!.~ - dm = {()2 dt2 , (1) 

idd (I) i Almilldelighed er en af m, y, z afhwlIgig VariabeJ, som s\urer til Lysets lIastiglted 

i PuukLel a', !), z, for saa vielt som mall inden for et meget liUe Hum han betl'agte denue 

som konstullt. 
Nmrvwrende Opgu\'e uestaar i at illtegrere disse Ligningcr under Forudsa'lning af, 

at (() hal' en konstant VWl'di illden for cn givcn l{ugles Overtlade og en anden konslant 

\:.crdi uden for samme, med diskolltinuerl Ovel'gung i selve l{ugiel1adcn, Henne diskoll­

tiullerte Overgang han betragtes som fremkommell "ed, at ct Overlladeiag med cndelig 

I) Yidcnsk. Selsk. SkI'. 6. Rrekkc, S. 167. 1883. 
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Tykkell'e ug kontilluerlig Furanclring af lIJ, hetragtet l'um FlIUktiOll at' Ai'standell l' fl'a Kuglent' 

Celltl'lllll, gaar over til at bliYe et Lug med 'J'ykkelsen Nul. Ved denne Overgang man 

Svinguingskomposanterne her som overalt forblhe endelige, hvorimod deres Difl'erential­

koefficienter med Bensyn til l' kunne hli1le uendelige. J{omposanterne og deres Difl'et'ell­

tialkoefficient.er gaa cIc I'fo I' i AlmindeJighed i Gnensefladen, naal' Grrellselagets 'J'ykkelse 

reduceres til 0, <iiskontinuel't ovel' fra en Vrel'di til en anden, medens dog enkelte I{om­

billaLioner at' dem kunne beholde deres Vrerdi uforandret. 

Idet jeg skul opsoge disse, vii jeg foretrrokke i Stedet for I{omposantel'lle meel 

lJeusyn til det fasle Axesyst.em at henytte Pl'ojektionen af Svingningslldslagct paa Hadins, 

Pl'ojektionen vinkell'et herpaa og heliggellde i Planen gjellnem Hadins og ,r-Axcn, og Pro­

jeklioncn vinkelret paa de to foregaaellde og altsaa vjukelret paa .x-Axen. 

Srettes i pohcre .KOOt'dinater 

.1: = l' cos~, Y = l' sin ~ cos ¢, z = r sin ~ sin ¢, 

og hetcgnes de nye l(omposanter ved 'f, rj, (, vi! mall have disse bestemt ved 

~ = cos Cf~ + sin r.p cos ¢r; + sin Cf sin ¢(, } 
i =,--sin ~~ + cos~ cos ¢r; + cosCf sin ¢(, 
(= . -- sin ¢ r; + eos ¢ ( . 

(2) 

Na<ll' Lignillgernc (1) Illultipliceres henholdsvis med .1:, y og z, og addercs, vii man 

erholde 

hvomf set', naar J'.! lldtrykkct' ved llOhere Koordinatcr, at 

d'!.r2 ~ d1''.! (/ 

d 1'2-- - -Ci:r 

lader sig lIdtl'ykkc vcd Stflrl'elsel', som forblivc cncielige, ogt'aa naar GrmnsclagcU; Tykkclse 

reduceres til Nul. 

Men heraf f13lger, at 

or en kontinllerlig Fllnklion, SOIl1 dcrt'or ogsaa furbli\cr cudclig Gl'amsel1aden, da den er 

endclig til begge Sider uden for denne. Altsaa CI' ugsaa 

d""[ _ fJ 
dr 

en ovemlt endelig Stol'l'else. 

I\lultipliceres endvic\C1'e Ligningel'l1e (I) henholdsvis med - sin Cf, cos ~ cos ¢, 
cos Cf sin. ¢ og adderes, vii man erholde 



6 

d~1'~ dt! 
d'l'2- -- d~ 

lldll'ykl vefl Stol'reiscr, 80m forhlivc el\delige overall. Ligcfede~ findes ved J\llIltipJikalion 

af Ligningcl'Ile (I) met! 0, - sin if;, eos if; og Addition 

lIdll'ykt \cd o\cralt clH/eligc St01'relscr, 

Vi Jravc saaledes I'lincIel tre J\omiJillatiollcr, som crc clldelige overall. Elimine res 
heraf tl, ses del, at Storrelserne 

d 2rr; d 2Zf 
dr 2 - - (leper; 

ere cndelige 0\ crait, h vOl'af f0lgcr, at 

dl'-'Ij d~ 
0'" crr--- di b 

cre kontiullerlige Flluktioller, som altsaa fOl'blive ufol'anc1rede vee! OYergangen I'm den Clle 

Side at' Hug-lens BegramsuingsI1ade til <.leu aucIen. .Jeg vii mlLrykkc delle YCd 

[di~_ d~l = 0 
dr dep , (3) 

Tillige IJC1I1wrke8, at de sammc StolTeJser som kOlltinnerlige FUllktiorlcl' og elldelige over'alt 

mIen for Grwnsefla<.lcll ogsaa maa V<Dre endelige i Gnenselladen. 'len heraf ffllger, at 

rr; og 1', maa vwre kontinllerlige, :S~laledes at man med ~al11me Betegnelse 80m ovellfor 

vii have 
[~] = 0, [(] = 0.' ( i) 

De til 7' = 0 og r = ex; svarende GrtenseJJetingcJser ere udll'ykle del'vcd, at Lys­

JJCvwgelsen cr eudelig overalt, altsaa ogsaa for l' = 0, og at del' i uOlldelig Afstall<.l I'm 

)(uglen fOl'lldcll det givne indf'aldende Lys klln fiudes Lys, som el' udgaaet fra KllgJen, 

men illtet, som' bevteger sig h c n i mod den. 

2. UdvikHng efter Kuglefllnktioner. 

Del paa Kllglen indfaldendc Lys 1.'1' antaget at he8taa at' plane, pamllele Lysbfllger. 

Almiudcligl\ed kunne disse indeholde ell. Samling at'SYingnillger, forskjellige i lIenseende 

til Amplitude, Hetning in<.len for Bfllgeplancll, Svingnillg8ticl og Fase, men dette alrnill­

delige Tilfa~lde lader Big me<.l Lethcd anede al' det enkeite, }I\ori Svingningskomposanterne, 

som vi ville heteglle ved ~o, r;o' (0' IHlen for Kllglen en~ bcstemtp ved 
~o = 0, 10 = e(l·e -I.e);, (0 = O. (5) 
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Her el' d~ll exponellticllc Form ,algt som den simpleste, Svingningcme med AmpIiluden I 

gaa i Reining at' y-Axen og forplante sig i Retning at' .1-Axen med dcn konstante lIastighed 
k ' 9 
7 = Il,' Hlcd B0Jgclmngden ::; = ). og SviIlgningstiden ~r = 1: 

Ide! vi saaledcs lui e n 1'0 r Ruglen udskillc dct indfaldendc Lys fm det (1v'rige, 

yr(] Hastiglwdsfol'(lI1dringcn i KlIglens O\"erflade fl'cmkaldle, Lys, srettcs hcr 

q = qo + qe, "I) = ;70 +"1)" (=~~ (0 + (e, 

medens del' in d Cill'O I' KlIglclls OvrI'llade s,pltcs 

(6) 

(i) 

h\"or ogsaa l', 52' ).' tl'a~de i Stellct for de t.ii:-;\"al'ende U1narkcI'cde Stnn'clsel' .1H]en for 1\lIglcn. 

Betcgnes endviderc Forholdet imcllem de 10 Hastigitedcl' 52 og 51' \"cd N (1\1Ig-lcns Br~"d­

nillgsforhold), vii man have 

52 =~ Nfl, l' ,= Nl, ). = NA'. (8) 

Kompos<tntel'llC q, "I), ( ere saavel udell 1'01' 80m inden 1'01' 1{1Iglef1aden inuhyrdes 1'0l'lHmdne 

ved Ligningcn {} = 0, som for OJ konstant fremgiutI' at' Ligningerne (1), og de kllnlle dcrfor 

l'remstillc:- 80m afhmngige alene at' to StoJ'l'clser Q of!,' 8 uden for Ruglen, eller Q' og S' 

inden for Ruglen. ~Ian vii nemlig kUllllC stelle 

f: - dC dB 'lJ _ dA _ de 1" - ~.l!. ""- dA 1 
."e - dy - dz' "Ie - -dz da;' ~e - d.-v dy , 

zdQ_ydQ.J_,r,~ B "-~ mdQ __ z dQ +y8 C == yd9_,r,~9+zs 1 (ll) 
dy dz I' dz d,I!' d,r, dy , 

A =~ 

ligesom ogsaa e, "I)', (' klllllle lldlrykkes paa tils,arenue Maade. Ligningerne 0) ville da 

\'rere tilfredsstillede mider For'udswlning aI', at man Ilal' 

.J~ Q + l2 Q = 0: J 2 8 + l~ 8 = 0) 

L12 Q' + l'Z Q' = 0, J-,! 8' + l'28' = O. 

net kan her hemU'rkcs, at de to radielle Projektioller 

Xqe + Y"I)e + z(e 

og x(d(e _ ?!J.:.) + 1 (dt;~ _ dee) + z (d"l)e _ dqe) 
dy dz y dz: dx dx dy 

ved Hja~lp al' Ligningerne (9) kunIle orndannes til 

d'lrQ 1 d. dQ d 2 Q 
- r 2 .d Q -1-- r -- = -, -- - 8m (f) - - -,-----,:.-....,.. 

2 'dr2 sin 'f d<p T d<p 8in~'fd1,2 

og d 2r8 t d d8 d 2 8 
-- r2 L12 8 + r dr2 = - sin 'f d'f sin <p d'f -- ;;111 2 'f d;ji • 

(to) 

( 11) 

lIcraf ses, at nna)' Q ,og 8 ere wlYiklede i Brekke eftel' J(ugJefllnktiOliel' Qrt og 8n , Iwmlig 

Q = 2,'Q1I) 8 = .2.'S1l' 
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f'aa ville de ovenstaaendc radielle Projektiollcr vrerc henholrlsvis hesterntc "cd 

.l'n (n + 1) Qn og ).'11 (n + 1) S" . 
.Det tilsvarende gjrelder for HUl11rnet inden for ((nglen. 

Dc i del foregaaende Afsllit indf0rte l{omposanleJ' ~, -;;, "( 1\1111111' \i Analogi IlH'tl 

((i) fOl' Pllnklcl' lJ(h'l1 for I(lIg1en lIdlrykke vcd 

~ = ~o + ~~ , r; = r;o + ~ , ,=-=~) + (" , (12) 

idt'\. dissc nye J{omposanter erc bestemte vcd 
~ • I (kt-lx)i - (kl-Ix); 
<;0 = sm 'P cos tpe ,1)0 = cos'P cos <jJe , r ' ! (kl-l,r)i 

':.0 = - sm ~,e , 

~ = cos cp~e + sin 'P cos sb1)e + sin <p sin ¢(e, 1 
r;:. = - sin 'P~e + cos <p cos <jJ'T}e + cos cp sin ¢(,., J 
(e -- sin ¢r;e + cos If;'~' 

( 11) 

Inilf'(1f'es nil 1'01' I{ortheds Skyld i det fYllgende Bctcg-nclscl'Ile 

11' = a, l'1' = a', I Q = ](, l' Q' = [{' (1 5) 

og, idel R er den givnc J{llgles Hadius, 

l R = a, l'R = a', (1 G) 

san vii man ycd Ligningel'llc (~) og yed Benytlelse at' Ligllingcl'Ilc (to) el'holde 

'" d 2 a ](~l }r 
/;e == da~ -r ai, 

- d 2aK dS 
7le = --+ -----
'I adcpda sin f[Jd1' ' 

- d 2a}{ dS 
(e = ----- -.-

a sin r d If; da d <p , 

lig-cRom Illall tilsYnJ'('llr]e fOl' rt indl'c Puukt hal' 

e; = :'!!. a'l(' -L ' ](' 
~- da'2' a , 

- d 2 a'I{' dS' 
1)' = ~/d<pda' + sin rd1' ' 
- d 2 a'iC dS' 1"'- . __ _ 
~ - a'sincpdlf;da' dr' 

I 
I 
I 
I 

(17) 

(18) 

Det vii nu nrrc Opgaven at ml"ikle disse J(omposantel' i Hwkker r.fter I{t1g1c­

funktiollcr. Naar oyerhovedet en Funktion fIx) kan udvikleR efler J\nglefllnklioner, Raa Cl' 

som Dckjendt lhhiklingen folgende: 

00 2n...L 1 ~l 
/(x) :=--= }.' -')'-- P,,(x) {(u) Pll(u)du, 

o - -1 

idel Sl1l1llllen tages for alle helc Ymrdier a1' n fra n = 0 til n = r:r.., og 

Pll (:v) = .1 • 3 ••• 2n-· 1 (.1111 _ ~~~J!~-=_ll /1:"-2 +- ~'l'.~i.~=~1 (n-=- 2L~~=?J .7:,,--4 _ ••• ) 
1.2 ... n 2(2n-l) 2. I (2n-/)(2n-,3) _ 
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Soge vi nu forst at udviklc de i Ligningcl'l1e (13), hvori su>tles ltc = a cos SO, givne 

Udtryk for ~, ~o, (0' ville vi i Henhold til ovenstaaende have 

(0' ~2n+lp .~I.p d 
e-!1COS r ' =':"'-""2"- ,,(casSO) e- aUI ,,(u) u. 

0-1 

net hcri illdgaaende hestemte Integral lader sig udlt'ykke ved den BrSfielske Fllnktion 

.J1lH (a), eller, hvad jeg her vii 1'oretrmkke, ved en anden vcd r,,(a) betegnet Fllnktion, 801ll 

kUIl ,ed en Faktol' el' forskjeJlig 1'l'a uen Besselske, idet del' smtles 

Vn (a) == \/ ~~ .In+} (a) • 

i\Jan vii !la, sam hekjendt fm de Besselske Fllnktioners Theori, kUlIlle deflnere 1'" (a) ycd 

a
ll+1 ~I v

lI
(a) :.. _____ e-aui (1_u 2 )"du. 

2"-t'1 (n J <--I 

Delle Jnl('gTal gaal' vcd n Gange dclvis Integration oyer til 

a {'f --_aul d"( 1_1l2)71 
vrl(a) = 2n+tTnli"J~1 --d~ dll, 

sam med BenJUelse af ct andet hekjentlt Vdtryk for P.I, nemIig 
(_1)"d"(1_u 2 )" 

I~, (u) = 'Z"[nf --dli'-' --
ogsaa kan gives Formen 

Paa denne Maade erlloltles 

vll(a) = ~~ill\\~-<H'iPtl(u)du. 
"- J-t 

Det. vii bCllurrkeB, at. FlIllktionen t'" (a) tilfx'etlsstillcl' mO'crcntiallignillgen 

(J 9) 

(20) 

d
2
v"M = (n(n fJJ -1) v,,(a) (21) 

da 2 ,a2 , 

0.0; at den, ndviIdct eftcr Potenscl' af a, gi.vel' Hrekken 

a" +1 (a 2 a4 
) 

v71 (a) = i-:~~2n+ i J - 2'(2r;+3) + f~412n+;3)(2n+5) -... . (22) 

En anflpll 1'ra tie Bcsselske Funktioners Thcori hckjcndt Hwkkelldvildinp:, }mH' Lclldcnes 

Antal (~I' enileIigt, or 

t',,(a) = g,,(a) sin (a - 1~7) + h,,(a) eOs (a _1~7[) , I 
(n-1)n(n+l)(n+2) (n-3)(n-2) ... (n+1) _ 2')) 

g,,(a) ='" 1-"·-----~L1a2'---+, 2.1.G.Ha 1 ""J (., 

11 (a) = ~~+1J __ (~=~~.:.-:L(n+3) +- .... 
" 2a 2.1 . (i ail 

Vidpnsk. S.lsk. Skl'., G. H:l'klw, natllrd,l~nskah~lig' OJ:: m:lth~m. Ard. VI. 1. '! 
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Betegnes endvidere yed u'n(a) et nntlet pnrtiknlmrt Integral af Ligning (21), og defineres 

dette IntegraJ nmrmere ved Hmkkcwlviklingen 

() 1.3 ... 2n--l( a2
, a 4 

) 

lOn a =--= an . 1 + 2(2n -1) T 2 . 4. (2n-l ) (211.=3) + . " , (21) 

vii denne Funktion Iigeledes kun ved en Fakto1' vmre forskjellig fl'a en Bef'selsk Funktion, 

nemlig J -n_l;(a) , og med de ovenfo1' giYlle Hmkker for f}n og ltn vi! den ogsaa Imnne ud­

frykkes yed 

u',,(a) = fjn(aj cos (a _ 1~7) __ h,,(a) sin ( a __ 1~7) . (25) 

Af l:dyildingen (20) han nu de i IJigningel'l1e (13) giYJ1e tdtJ')'h hestemmes paa 

foigen(le Mande. Man ueltng-er al' Hwkken (20) det fHl'ste til n = 0 svarendc Led Of.{ smUel' 

hvorved erllOldes 

Pn(COS rpl = -- __ 1 _ .. ~- -~ sin 'f ~~Jco~~ 
n(n+ 1) sin <jJ d<jJ dcp' 

e-acosSOi = ~~~ __ ~ 2; 2n±1_ --;L __ ~l._ sin 9' dl!.n~c~!.~) e- ~27!: i VII (a) . 
a a i n(n+l) Sll19' drp drp 

Inr1f0res !leri til Afkortning Betegnolseme 

Ii . cos cj; d ~ 2n + 1 (kl- nT.\; I 
ro=-t--d--];~(---)Pll(cos'f)e 2-) v,.(a)! 

ar.p 1 n n+ 1 

J 
S _ sin cj; d ~ 2n + 1 n ( • ) (kl-~".\ i () 

- - ._- --- .,,;., ---- Fn cos<jJ e 2-) '/}n a 
o a d9'1 n(n+1) , 

(26) 

vii man ved l\lultiplikation af Ligningcn med cos cj;(:/ti sinSOdSO eller med - sin cj; ekti Sill <jJ d<jJ 

og ved Integration af de to saalede8 el'ltoldte Ligningel' fra <jJ = 0 til (j' = SO erholde 

Ii?" cos tt, (. . (n 0 'ot O 

1. = _._T_ l 8m a COS m - COS a + e-a cos r' ) en I 
o a Sill <jJ T , 1 

S SIll If' ( '. ' _l' -acos mi) kti . ! J . = - --;--.~ --slllacos(j'-zcosa--rze T e . 
o aSIl1'f 

Hcraf nudes sluttelig 

d2aKo + aI( ,= Rin m cos /1, e(kt·-acosSO)i = F I da 2 0' T· r IOu , 

d 2aK dB 0 -

____ 0 + __ ~_ = cos<jJcoscj;eCkt-acosCf'J' = "fj 
a d(j' da sin ~ #' - _0 , I 

d2aKO dSo . ('I fn)' ---.----- = - slncj;eho--.acoSr ,= (0' 
a sin (j' dcj;da dfP 

(27) 

(2R) 

Disse Udtryk for I(omposanterne ~o, Y;o, (0 svare til de i (ti) fremstillede Udtryk for J\om­

pOflanterne ~e, "fje, (e, idet Ko og So trmde i Stedet for K og S i Ligningerne (17). 

Fol' Ku og So hayc yi i (26) Udviklingcl'I1c effer r\uglefllllklioncr, og dissc mail, Inad man 
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ogsaa let han overlJevise sig om, Wfredsstille de Sill11mC Difl'crentialligninget', som J( og S, 

nemlig ifHIge (10) 112KO + l2Jl.u =-= 0, J 2 S 0 + [2So = 0, Udviklingernc af K og S eftel' 

Knglefllilktioner maa foigelig hlive analog mod Udviklingerne (26), idet del' her i Stedet for 

det parlikullel'e Integral L'n (a) af Ligningen (:21) indsrettes det ulmindclige Integral, udtrykt 

lillercrt ved 'L'" (a) og w" (a). Man erholder saaledcs med de eudnu ubestemte l\onstanter 

li", x"' S,,' (J", 

co" y cl "" 2n + 1 _ C n7r) - 1 K =~ ·--i --~ -z -2,' -(---'---1) PIle U- T t (!Cnt'" (a) + x"w,,(a)) , 
a c SD 1 n ni-

S =--= - ~21 dd 1, _~(_1~++_11_ Pn /,.1- n;')i (s" Vn (a) + (JnWn(a)) , I 
a SOl n n I 

(29) 

og ti!syarellde for et illdre Punkl 

, .cosy d "",2n+1 (A·t __ n7r
);, , , ,.- 1 

J( = -l~,'- -d- 2, --(--'+--1-) P"e 2 (k" vlt(a)+ XI! w,,(a)) , 
a SOlun 

S ' -___ silly d ~,2n+1 n (kt-~i(' I , ') f --- -,-- ---- "'" --, - _ . .Lne 2-} 8" vn(a) + (In w,,(a) , 
a dSD 1 n(n+1) 

(30) 

Hed cr P" (cos SO) afkortet til Pn • 

BcnyUe vi Uti forst den til a' = 0 svarendc Grmnsebctingelse, ses del af (21), at 

'n'n (a') LliYer cr.. for et' = 0 og 11 > 0, og at altsaa Endelighedshetingelsen udkncver 

x,,' = 0, (J,.' =, O. 

• Til a ~= cr.. svarer if0lge (23) og (25) v" (a) = sin (a - n;), w" (a) = cos (a __ '~7) , 
I lIclldelig Afstand fm l(llglen lil man altsaa have 

2 (k" t1,,(a) + Xn u',,(a) )e(kt--~;)i = (-Ic"i + x,,) e(kl-ta-nIT)i + (',,,i + x,,) e(kl-a)i • 

nct scs heraf 1 at LyshevtC'gelscn i Almindelighed i denne Afstand vi! fl'cmtnede 

som periodiskc Funktionel' at' let + a og kt -- a, svarende til to rnodsatle BolgebeYmgelser, 

den cnc hev::egcllde sig henirnod J(llglecentl'et, den anden i l~elning fru CentreL Da Illl 

kUll denne sifiste, ifl1Ige de antngnc Beting-elser, ~r vil'kelig tilstedc, maa man hayc 

-- "ni + XI/ = 0, ligesorn ogsaa tilsvar('ndc - 8ni + (J" = O. 

Saalcdes I'ednccrcs Hrekkel'l1e (29) og (30) til 

1 

j 

(31) 

2' 
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Eudelig !lave vi ogsaa de i (3) (II! (1) fl'cll1stillecle (~ram~ebelillgelseJ', BOlli klllllll' 

udll'ykkes ved 
'Yl =, ~;, --,; -- -P' I 
'/ '/ . '" -- '" 

(~5 - ~; =, dd~J:-- ~~ 
~~(J,_? ___ d(. _ _ da' ( ,_ . dt' I 
da sin SO drj; - da' S'fn9 d<j; 

a = a. 

a' = a', 

Ind~;eltes heri de ved Ligningel'llc (12), (Ii) og (28) givllc Udtl'yk ('oJ' ;, r;, r:, og 1'01' 

~', ~f, t Ldll')'kkellC (IH), kunllC uiss() Beling-elser omdunncs til 

a([(o+Kj =: a'K', So+8 = S' l 
da(!~o.±!~l_ = ~~' K' . daL~o + S) _ da~ J 

ada a'da' , da - da' 

a = a 
, , 

a = a. , 

Ilel'i IIdvikles Ko, SO) 1(, S, 1{', S ved de i (26) og (:31) giYlle Hrekkel', Il\orved cl'llOldes 

1 Ligningcl' iIllcllcm l(oeffieicntel'l1c. Beteg-ncs for Kortheds Skyl(l tic alledcde FIIllktiollcr 
dv" (a) dwn(a) dvnla.') --aa:- , da- , ~ ,yed vn' (a), lOn' (a), vn' (a'), hlive disse J..igningel' 

N(Vr/(a) + kll (vn'(a) + w,/(a)i)) 

N(unia) + 8n (v,da) + Wn (a)i)) 

VII (a) + A:" (v" (a) + U'n (a)£) 

v,/(a) + sn(V,,'(a) + w,/(a)i) 

kit' t',,' (a' I 

811' t'" (a') 

k,t'tt/(a') 

8r.'Vn'(a') , 

lIeraf kllllllC de fir!' KOt'flieienter licstcmmcs, "cd Jndforelsell at' en !ille Iledllklion ved 
lIjwlp al' Ligllingen 

vii HlaIl saaledes erllOldc 
w,,(a) t,,,'(a) - w,/(a) v,,(a) . 1, 

= _ J _ ~~(a)=:wn(~)i)t',,'(a')=-_~(v,,'(~)-=~()«~)j) v,,-(r/) 
(Vn(a) + wn(a)i) v//(a') _. N( v,,'(a) + wn'(ali)v,,(a') 

_ 1 N(v,,(a)-w,,(a)i)v,/(a'j -(vn'(a)·- w,/(a)i)v,,(a') 
-- --- - N(v,,(~)+w,,(a)i)v;''((lf::::''''(v;''(al +U·n'(r~)i)v"l.a') 

Ni 
~Vll(~C-) -+-'-W-n(-a~)-·l7·)-v-C:,,'-:-(a-;C')-_ N-Cv/I;) + w:'(~)i)Vn((?) , 

8,/ ::.=.::. 
LVi 

1 
, f 

1 
J 

• 

Den stilledc Opgavc cr hermed for sua vielt 10st ~ som Svingnillgs\,ompusalllcl'JIe 

overall i lttlll1l1lel ere hcstemtc ved nendclige Hwkker mcd bekjeudte Jioeffldeutcl'. Det 

vii \isn sig, at lhekkerne i dCll givne rorm egne sig godt for Beregningen, naar cnten a, 

som svarcl' til I{uglens Omkrcds maaIt med Belgelwngclen A, CI' et lille Tal, e1ler del hc­

tragtede Punkt liggcr nwl' "cd Centrct, hvorimod det, naar a er et meget stort Tal, hdlkcl 
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nHJ~teJl 'kall ~iget; at v;ere Till'mlclet. med all~ for det. IIlollc (')jc syulige Kugler, i AIllliIH[C­

Jighed vii ywre 110dvendigt, at omdanne Hmkkel'l1e saalcdes, at. Summationcl'lle kunne 

IIMores med til~trwkkelig TilnamneIse. Jcg skaI nu forst fremstille de Snmmations­

forml!}:!', ~OI1l hened ville komme til Amendelse. 

3. SUlllmatiollsformlcl'. 

lIer viI det folgellde AfslIit fremkomnw Summer, :;01l1 kUHlle henfm'es til Formen 
112 F i 
2,' An e t< , 

11, 

11\01' n gjelltlcmlol)er Talnl'kkcll I'm n = n 1 Iii n = 1I~. 

De to FUllklioner An og F" ere saaiedes Leskafuc, at uaar ded S(fI.Ues n ~ !I + z, 

11\Ul' IIcggc de nye Yariable Jigeiedcs hetragtes som heie Tal, vii mall el'holde ffllgelldc, 

inden for de giYllC Grwnser komergellte, lLckkcr 

Z Z2 
An= A+B-+C-2 + ... , 

a a 

Z2 Z3 
Fn = Fa + Gz + H - + 12 + . , , 

a a 

Leddclle ere her ordl1ede eftel' stigencle Potellser at' Z og af'tagende Potenser af Slorreisen 

a. Denne sidste hetl'agtes som et meget stor,t, clog ikke uendeJig slort, Tal, og aile 
St.t1lTeiser ville i det t'olgende hlive ol'Clnedc efter Potenser af a, saaledes at den StolTeise, 

som illdeholder en hojere l)ote11s af a, helragtes 80m en Stofrelsc at' hojerc Orden. Her 

ere l{oefficicntel'l1e A, B, ... F, G, '" 1 det hojeste St0r1'elser af sam me Orden som 

Enhede11 (0.0). BCl'egningell skal Iln gaa uri paa at fl'ernstille Rcsultaterne med en saadall . 

l\ejagtighed, at kun Sterrei~er, ~om ere af lavere Orden eml Enheden, hetragtes S0111 saa 

smaa, at de kunllC bortkastes, 

Antallet af Led i llmkken (35) er selv ·et meget sL01't Tal, af samrnc Orden som a. 

Gnmserne n 1 og n 2 ere uhestcmte og til en vis Grad vilkaadige, nemlig kiln 

betingede paa den ene Side af I{onvcrgellslletingelserne for Hmkkerne (36), paa den anden 

Side af den Fordring, at n 2 - n 1 skai vrere eL rncget stort Tal. Denne her indt'orte Art 

af ubestemtc, viikaal'iige Storreiscr, for hvilke jeg i dct folgende yit lJel~yttc Fmllesmmrket 

w, el'C definerede dened, at en Funktion af denne Sterrcise betyder den Gl'ffinSe, hVOI'ti1 

;\liddelv<erdien at' den sammc Funktioll af en bestell1t Storrelsc :c konvcl'gel'er, naal' man 

lader ,'/J gjcnnemlHiJe Cll efLerhaanden stene og stone Ihekke al' V rerdicr inden for de for 

w afslllkllC Gncnt;cr. 

Gaa vi saalcdes ud fra de hekjelldte InlegralPr 

~~-x a:1J.-~1 dm = ['(p), ... (37) 
to 



1.4 

del. fOI'l"iLe gjaddcllde fur aile pOl"iilivc VamJicr af /.1., dcl alldel hUll 1'01' de po~ilive \'wnlier, 

som cre mimlre end 1, snu scs dct, at man, ogsaa for f.1. < 1 maa IlavC 

rw p:" , 
,e:t'I,'/JfJ. 1 d,7) = i'lp) e2 I, 
.0 

idct 

11\01' deL sid:-;tc Integral vcd delvis IntcgratioIl, hUll lI(\viklcs i Cll semikonvcrgenL Ha~kke, 

11vi8 til forskjellige Vwrui at' (fJ svareudc Mid(\elncrdi komcrgcrcl' til 0, naar 1\Iiddclnerdicll 

lagcs pan dcn ovenfor angiYl1c I\Iaadc imellcm vidcrc og \idcre Grtenscr. EI' i Jntcg'rulct 

(3U) clldvidcrc f.1. > 1, kan dcnne EX]JOnellt ,cd uelvis Intcgration reduccres til at hlivc 

minclrc cnd 1, og i\Iidde!v(Dl'dien nf de fl'emkomJ1c pcl'iodiskc Lcd mIen for Jutcgl'alct viI 

ligcledcs konvcl'gerc til O. Altsaa er Ligning (39) mcd dcn vcdtagnc Betydning at' dcn 

onc Gnensc (JJ gj;rldendc for a II cpo s i t.i \' C Va~l'dier af p. 

Som et andet Exempe!, del' riJ faa An\'cndclse i det foigendc, kWllle \'i lage Sum­

men (:35) retiuccret til dcn simplestc Form 

Ogsaa her malt hojrc Sid(' for:-;vill(\e, forudsat, at a ikke el' 0 elle!' ct i\lllltipllll1l af 2", 

da i saa Tilfwlde Summcn h\iYcr 1/ 2 --nl + 1: 80m ycl cr u!Jcstemt, mell i elhverl Tilfa~lde 

ikke kun blivc lig Nul.· Er eJld\'idel'e a mcgct lille clier rnegct lllCl' vcd el ~llllliplllll1 a1' 2", 

lor man heller ikke betrugte SlImmen som NIlI, cla Leddeues Antal vel er alltagct meg-el 

storL, men ikke uendeJig stort. 

Er Summen Nul, vii dell ogsaa vedhli\'e at Y<erc det, naar dell dill'el'enlie!'es el 

vilkaarligt Antal Gange med JIensyn til a. i\lan viI altsaa more almindeligt havc 
"2 

,2:n11l e'l1Ii = () , 
nl 

naar m er et helt Tal f!lIer 0, og a ikke 01' Jig mod eller ligger megct weI' ved 0 cller et 

i\lulLiplllm af 2". 
Betragte vi ntl den yed Udviklingel'llc (35) og (:36) g'i\lle SUIll, scs det, at den kan 

forandrcs lil en komergent Ha~kke mod Lcd, som mod Udeladelse af konslalltc Faktorer 

have Formen 
u.,-_·y 
};:;11IeG1i • 

1l1-Y 

Hvis man alLsaa ikke kan have 
G = 2p", (] 1 ) 

for p =, ° ellcr et helt Tal, og heller ikke G - 2p" meget !Her \ig 0, saa vii he Ie SIlIll­

men (3.)) forsvinde. 
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Hvis man derimod er i Stand til at flnde en Vrerdi af l', som gjHr det muligt at 

tilfre<isstille ovenslaaende Hetingelse (41), saa kan Gz lldelatles af Exponenten, og Summa­

tionell kan Ill! udell kjendelig Fej! forandres til Integration. Summen (3S) vii altsaa knnne 

gin's FOl'Jnrn 

~
/2--\l( Z ) (Fa+II.~+l~~+ ,.,y 
dz A+B + ... e , 

a 
-(V-?It) 

( 12) 

lIvor vi ville intlskl'renke os til at antage l' beliggendc imellem n 1 og 112 og saaledes, at 

Laade l' - n I og n~ -- l' komme til at hore til den ovenfor deflnerede Art af ubestemte 

St0rl'eiser. Forandres i detle Integral for z < 0 Fortegnel for z, og smUes derefler 

Hz~_= (LtC, ville Grwn;;erne for x, forudsat at H ikke er 0 cllcr meget lilIe, hore til dcn 

ovenfor ved Ftellesmu'rket (0 betegned(~ Art af Stem'elser, og IntegraIet yil yed Hmhkc-

lHhikling saa over til 

~(~_"!( 1 V- a - , P AI . . ~...L ) (Fa·i-x)i 1 ~u~~( I V~J. -_ B _ ~![)'!. --l- ) (Fat.r)i 
2' lJ,'/J -t- H '" + H~ 1'" e T 2 \ L' H'C 11'" 112 I'" e . 

o 0 

I)isse Integ-mlel' yille i(,~)lge (39), idet r(~) =~ Vrr, tilsammell blive 

V-;;;;- (Fa + ~)i 
A 1fe , (13) 

idet de Led, SOil] erf' at' Ordenen (r} og af lavere Orden ere hOl'lkastcde. DeUe Hesllltat 

er ogsaa gja:ld(,lIde for negati\e Y<X'rdier af H, naal' det paasC's, at man i delle Tilfmlde 

maa stelle 
1 • _!'.; i! --1 = -- ~ = e 2 • 

Hesultalet hliver ugyldigt for 
(H) 

I delle Tilf,1'lde kunne Yi, for ydcrligcre at generalisere det, anlage, at G - 2 P 7C el' en 

megel liUe Sto1'1'olse. Ogsaa i dette Tilfteltle yil Snmmationen kunne forandres til Inle­

gration og i Stede! for (12) yil man erholdc Integ1'alet 

~
n2-V 2). (Fa+(G-2j17r)z+1~ +IC:-: +L~ .. ,)i 

( 

_ Z Z a2 a a 
dz A+B--+ Ct. + ... e 

a a 
--(II-l1t) 

Heri forandl'es ligclcdes for z < 0 FOl'tegnct for z, og' dCl'ef\.er smUes + I z 8 = a 2
;)J, 1\vor 

det· dobbelte Fo1'tegn bestemmes saaledes, at -~-l blivel' posiliv. Indfores for Korlheds 

Skyl!! Bclegnelsel'l1c 

G -.:.- 2 p 7C c= ,_ e 1 3; ~_ 
V (J.'l.' 

(1 G) (17) 
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sam!, 
.A = AJ, B = BJ, C =, C t .!, K = KJ, L 

vii man nrlcn Vanskclighcd kUllne givc Integl'ltlet (15) Formcn 

1 2 Ffl.i[( l)~A Q_I ( J)~'(B dQ A 1" d
4 Q) C d

2 Q =--= "!J e . a 1 T a. Z Ide + 1 11 de4 - / t d ei -

- (AILI + BJ<l) ::~ - ~·AI](12 ~~~] , 

ide!. Lcddcnc af Ordcncn a~k og (lerulldcr bOl'tkastcs. 

I Tilfmldc af, at man hal' e = 0, erltolcles "cd lIj,plp af (39) 

r(.~)('OS ~ = Q === - 3 E-~g l'(~-)eos ~ = dQ """'" -- ~ -<!~q 3 . (j de8 , 3' 6 de 2 d e4 , 

o = d~ Q = d" 9. = d S Q 
de~ de" deS , 

llyol' 

r(~) = 2,Gi8!J1 ... , r(~) = 1,35112 ... , 

elh~r yerl stD(l\'anligc Logarithmcr 

Log r G-) = O,427962i ... , Log T'(~) = 0, t3t (j'5(i5 ... 

Hene,1! gaal' WI) ovel' til . 
. 1 Fair( J)frA [.,(1) I~'(B 2 AT?) r(2)] + V3' ea' 1 :3 + (a ) z 1 -- 3" I 1\ I "3 

(18) 

(HI) 

(&0) 

Integralet Q (47) hal' under en nogeL (\IHlen Form Vtnl'Ct Dumel'isk heregnet af 

A i I' Y I), 80m for Intcgralet 

hal' ang-het ffllgende Tavie 

m W m W 

-5 0,00041 0 0,66527 

-4 0,00298 1,00041 

-3 0,01730 2 O,5G490 

-2 0,07908 3 - 0,56322 

-1 0,27283 ,1 -0,4·7Hfi 
£) 0,68182., 

I) 011 the intrllsity of U!(lh ill Ih(' Ilr'ighbolll'hooll fif a Cnustir. Tl'nll~. or flIp- C<11n1JI'. So!'. t. VI, 
p. :l7!I, f. VIII, p. f,!);-, 
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Ved IIjrelp heraf kan ogsaa Q beregnes, idel man hal' 

E: = (!!.) j rn , Q = ! (~) k W . 
2 . 3 7r 

Gaa "i fl'a m = 0 til den negative Side, saa er VV stadig aftagende indtil 0, gaa 
vi til den positive Side er W forst voxende, naaer et Maximum ved m = 1,08, og nmrmer 

sig <lerefter gjennem en pcl'iodisk Bev::egelse omkring Nulpunktet ligelecles til 0. Del. 

fOl'slc og stOl'ste Maximnm af Hi er 1,504 9ange storre end V::erdien af W for m = O. 

Slokes!) hal' udvidet den Airy'ske Deregning til de 50 for'sle Hodder i Ligningen 

W = 0 og de 10 forste Heddel' i ~: = O. Saaledes svarer til W = 0 

m = 2,4955; 4,3631; 5,8922; 7,2436; 8,4788; .. , 

( l)i i hvilken Bwkke den q-dc Rod med voxendc q konvergerer til 3 q ~ /,]- . LigeJedes or 
dW 

for - = 0 
dm 

m = 1,081.5; 3,4669; 5,lH6; 6,.~782; 7,8685; 

hvo1' den q-dcllod konvergerer til 3 (q _ ~ ) i . 
De forskjellige DifTel'entialkoefficienter af Q meu Ilensyn til E:, som indgaa i Ud­

lrykkel (49), ville alle let kunne uutrykkes ved Q 00' ~~q idet del bemmrkes, at man hUl' 
t> dE' 

d 2 Q e 
de2 =-3 Q, 

llvol'af atter de IH1jere DifTerentialkoefflcienler knnne alledes, 1'01' Exempel 

d 4 Q e2 2dQ . 
dE~ = 11 Q - 3' de ' o. s. ,'. 

J\Jaximal- og Minimalpllnkterue for ~; svare altsaa til Q = 0, hvoraf ses, at del. 

f0rslc Maximum her forst indtrmcler for m = 2,'1955.... Modulus (eller Amplitllden) fOl' 

det i (49) givne (jdtryk forandrer sig mod voxende e paa tilsvarende Munde som Integralel 

W, hvis man alene behever at tage det fOl'ste Led, som er af hejeste Orden, i Betragtning, 

men hvis ogsaa de folgende Led i Udtrykket faa Betydning, vii l\IoduhlH komme til at 

indeholde suavel Q som d Q, hvoraf folgcr, at l\Iax.imalpunkterne ville hlivc fOfHkudte, og 
de 

at· i Almindeligl\ed Modulus ikke ved de periodiske Forandringm' viI Imnne blive O. 

Periodiciteten vii saaledes hlive mere udvisket. 
Ved Sammenligning mcllem de to i (43) og (49) gime Udlryk for Integralet (-12) 

ses det, at det f~Hste er at' Storrelsesordenen a~, det andet af Ordenen at. Hvorledcs 

Overgangen sker fra det ene Udtryk til det andet, kan ses, naar man tmnker sig H nf­

tagcnde til en meget Hlle St01'relse samtidig med, at man beholder G - 2p 7r = O. Man 

I) TranR. of the CamhI'. Phil. Soc. t. n. p. 10G. 

Vidpnsk. Splsk. Skr .• G. n,,,kkc. nut.urvhlensk'\belig 0l~ mat.hpm. Af.l. VI. 1. 3 
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vii da i IntegraIet (12) kunne sa:tte z = :;' + a og bcstemmc 0 saaledes, at }(oefficienten 

til z'2 i Exponenlen hliver O. Herved komme vi til ·uen i (45) antagne Form) hvol' 
H'i 

G -- 2prr blivcl' Jig - - og aUsaa 
31' 

3e = £l21/;: . 
Dct ses heraf, at "ed denne Ovcrgang fm Integralet (42) til Intcgra\cl (45) vi[ e noclvendigvis 
forhlivc p () sit i v. Ovcrgangen fea (43) til (49) sker altsaa gjennem den ovenfor beskrcmc 
periodiske llcvwgelse ved positiv uftagencle m eller e j hvol'ved det siLlste og storste 

Maximnm naas forinden e bUYer 0, medens herfra :Modnlus hmlig aflager til 0, samtidig 
med at e gjennem 0 gaar over til lavere og lavere negative Va:rdier. 

Vi ville endelig ogsaa i det folgende Afsnit mode Summer, som lade sig omdannc 
til ct Integral rtf Formen 

~
Zl (Z Z3 ) (Ha+G~+B~:+l~~+"')i 
dz A - + B.--a + ' ., e . 

a a 
o 

(51 ) 

Nanl' heri srettes G Z2 = ax og G ikke el' 0 clIer meget lille, vil den ovre Grrense for x 
ho1'c til den ovenfor ,'cd (0 hetegnede Art af StorreIser, og idel teddcnc af lave1'e Orden 

cntlEnhcden bortkastes, vii llesultatet af Integrationen blive 

(52) 

El' del'imod G meget lillc, sreUes Ii Z4 = a ll aJ2, den flvre Grrense for x l.Jetegnes ligesom 

f01' vcLl 0, og til Afkortning smttes. 

G _ ± l,lll --eVa' 

hlet det overste FOl'legn svarer til G positiv, del ncderstc til G negativ. 

lterved over til 

21H\:x((aH)~ A + BaJ + A~i Xll )e(Fa±~,t'+x2)i . 

jQ . 
For s == 0 erholtles heraf ved Integration 

~ \/arr (Fa+~)i+_1_(Bll_AJ) (Fa+~)i 
4 V He 4H2· e , 

" mcdens del alminueJige Integral (54) ladcr sig udtrykke ved 

eFai
( _ ~ . dQ_AJdllQ) 

-211 (aI-J) AQ=fzBd"i-l- H d.s'd ' 

(53) 

Inlcgra\et. gaar 

(51) 

(55) 

(5G) 

(57) 
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Ai' delte sidste Integral erholdes veu Difl'eL'entiatioll med Ueu~Yll til $ og deivis Integration 

d Q _ 1 ei Q ('58) (1; =-1- 2 -"2 ' 
hvoraf endvidere fiudes 

(59) 

VedIndsrettelsen af disse Vrerdier i (56), vii dette Udtryk for del sogte Integral 

vmre bestemt ,ed bekjendte Storrelser og ved Tntegralet Q. 
Delte sidstc Integral hal' under forskjellige FOl'mer ofte vreret behandlet, navnlig 

"ed Bercgningen afBojningsfrenomener, saaledes afFresncl, Cauchy, Knochenhauer, Quet, o. a. 

En sto1'1'e TavIe hal' ."reret beregnet af Ph. Gilberti) for de to Funktioner N og M, be-

stemte ved 

V~~wd"'e(CX+X2)i =, N -f- M; , '/2-
7[ 0 

ON " $=V7[f.l., 

og omfaltende aile Vrerdicr fm p.2 = 0,00 til f.l.2 = 30,00. 

Naar allsaa i Integralet Q flverste Fortegn lreses, kan delle Integral beregnes 

umiddclhart yed denne Tavie. Lreses ncderste Fortegn, og srettes 

V ~ dxe<-cx+x2)i = Nl + Mli , -~lJJ 
71: 0 

viI man have 

N + Nt + (M + Md i = V~~~~:e(c.t.+x2)i - (71:-$2 71:-$2) 
=-0 V2 cos --+ i sin -- .. -41' 

hvol'ved Nl og Af. erholdcs bestemte ycd 
- 71:-$2 

N = V 2 cos -- -- N 
1 4' 

- 7[_$2 
Ml = V2 sin---- M. 

4 

Hegge St0lTeiserne N og J1 aftage hnrtig og vcdvarende med voxende $, hvoraf folger, at 
Nl og Ml ere periodiske Funktioner. Da man ifelge (58), 'naar nederstc Fortegn lrescs, har 

dN1 1 $ q}:f! --~N 
4 = 1/2;:+2Ml' d$ -- 2 l' 

N dN, +M dM! = Nt 
1 d$ 1 de ~/2n: 

hliver 

Heraf ses, at Maximum og Minimum for N t2 + M? svarer til Nt = 0, som aUer for 
7[_-S2 

store Vrerdier af e tiln<ermelsesvis vii svare til cos -,- = 0, allsaa til $2 = (i P -- 1) 71: 
'I' 

\/
4p -l eller II = -- idet p er et helt Tal. 

r . 2 ' 

I) Hecherches anal. snr Ia dilrl'aelion de Ia lumiel'c. lIlem. C01lr. ric L\.ea(l. de Brnxellcs, t. XXXI, 
p. 1, 1862-63. 
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JfoJge Gilbert er 

N? + M12 = 2,7107 vcd p. 1,2172, (til 1,2247) lste J\lax. 

1,5562 VCU /1. 1 ,Hi25, (\Ii 1,8708 ) 1 ste Min. 

2,3!J85 vcd p. = 2,344.5, (V ~1 = 2,3452) , 2dct Max. 

(VI15 - ) 1,6864 ved p. = 2,7390, 2 = 2,1386 I ' 2det Min. 

'1'1'1 /I O' N 2 11.1 2 -- 1"1 :\7" L 1112 2 r "'= 8varcl' 1 + . 1 - 2' tl f1. = C/) J.y t -, 1 = . 

'J'age vi kiln IIensyn til Leddet af den 110jeste Orden (ai ) i (.56), vil del af det 

ovenfor udviklede frcmgaa, at delle {Jdtryks Modulus voxer fra 0 vcd G = + 00 indtiI 

A 1 /;;~ 1 GO' G" A Varr T V 11 vee J---L voxer ydcrllgerc med aftagendc mdtIl 2,3112. T H vcd 

G = - 1,2172 V 2: l-I, og naar sluttclig gjcnncl11 aftagende periodiskc Svingninger til 

dct dobbelte at' den til G = 0 sVlll'ende Vrerdi. 

4. a mcgct stor. Bevre-gelsen i lIove<laxCll. 

JJigesom i det forcgaaende Afsnit hell'agtes her a som et meget stort Tal, og 

Lyshevrogelsell skal soges bestemt saaledcs, at kun St0rrclscr, som ere af laverc Ordcn 

end Enlwdcn bortkastes. 

Vi ville feI'st soge at bcstemme Bevregelsen j l\mrheden af l{uglens Centrum, 
A' 

ideL a', som er det betragtcde Punkts Afstanu fra Centret, maalt med ?_ som Lrengdeenhed, 
~" 

betragtcs som et i Forhold til a og a' meg e t I i II c Tal. Under denne netingelse vii 

Vn (a'), hestcmt ved B.rekkell (22) hlive megel lille, naal' n nrermcl' sig j St01'l'clse til a, 

hvorfor Leddcne i Bmkkernc (31) for K' og S' hun faa Betydlling for de Iaverc Vmrdier af n. 

) de "ed (31) givnc Udtl'yk for len' og 8,/ vii man derfor ogsaa i l1enhold til (23) og (25) 

kunne smUe 

. ( me) 
v,,(a) = SIB \ a -- 2 ' Vn(a') . (, nIC) 

Sill a - 2 ' wl/(al = cos (a _ 1~-r) 

Saaledcs crholdes 

8;,,+1 = k~" = Ml = er1.i ----~--~--- 1 cos a' + iN sin a' , 

k ' , fl.' N 
8;1/ = 21/.+1 = 80 = e '_._, ,---­N COS a' + i sin a' . J 

(60). 
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H.mkkerne (31) gaa herved over til 

f(' .eosi/Jd 1,2n+l (kl-~.~.') ~ . . ' 
= -z 2 a'- dfJ 1 n-(n + 1) e 2 [( n(COSfJ)+P,,(-cosfJ))ko' +(Pn(COSfJ)-P,,(-cosfJ))So'J v" (a'), 

S' sin I/J d ~, 2n + 1 (\'1-- "~i (n 
=-~ -- -,,-,- -d ..:. ( + 1) e "2 [\.Ln(cosfJ)+P,,(-cosfJ))so' +( Pn(cosfJ) -P,,(-cosfJ})ko'J v" (a'). 

~a fJ 1 n n , 

Disse lhckker kunne summel'es vecl lJjmlp af Ligningel'I1e (26) og (n), hyorved findes 

IC = - i ~o~1/J ekti 
[ (-- sin a' cos fJ + sin (a' cos fJ)) k 0' + i (- cos a' + cos (a' cos fJ)) so'J , 

a Sill fJ 
, , 

S' =~ - ~1~ L ekli 
[ (- sin a' cos SO+ sin (a' cos SO)) so' + i (- cos a' + eos (a' cos fJ)) ko'J . 

a 8m SO 

Inclsmttes nil disse Vmrdier i Ligningerne (18) og srettes til Afkortning 

erholdcs 
ekti(-isin(a'cosfJ)ko'+-eos(a'cosfJ}'~o') = Q, 

t:' = SI'll {() cos It, Q ,-; - Q'" ." Q '" T T 7j = cos fJ cos <p , ." = - SJl1 tp . 

lIeraf findes atter I(omposanterne med lIensyn til de faste Axel' 

~'=O, 7j'=Q, ('=0, 

Illdswltes den ovellf'or givnc Vmrdi af Q, crholclcs yed en liUe Ornforrning 

/c'_I. I k'-' 
71' = e(kt-«'cos'!')i _o_'~ _ e(kl+«'cos'!')i .J>_~ 
7' 2 2 (6 {) 

nCIl fysiske BeLydning af dette Hesultat f'I'emgaar bedst, naal' de i (60) givne Vmrdiel' af 

ko' og so' lHhiklcs i Hrekke, eftcr at cos a' og sin a' cre udtrykte i exponentiel Form, 
nemlig 

k I = 2 N 2; (N -1) 1/~(a_(2m+l)a')i 
o N+l o N+l ' 

hyor m gjennemlobel' Talnekkcn fm 0 til 0:. Saalecles erholdes 

Paa denne i\htade er Lyshevmgelsen i Na'rheden af Centret frernstillct som en Sum af 

SVingningcr, del' ere parallelc med dc indfaldende Straalers Svillgninger og tilhore to Stet 

af Straaler, det eoe gaaende i de indfaldcnde Straalcl's Retning, tilbagekastet et lige Antal 

Gange eller slet ikke fra de indre Kuglefladcr, det andet gaaende i modsat Retning eftel' 

et ulige Antal Tilbagekastninger. Ved Straalerncs Indtrredelse i Ruglen er Udslaget for-

o andrct eftel' Forholdct 1 + N til 2.N og ved hver Tilbagekastning cfter Forholdet 1 + N 
til ] -N, medens Fascn svarer til den tilbagclagte optiske Vejlrengde, alt oycrensstemmendc 

mcd de Hesultater, man kommer til yed den elementrcre Bctl'agtningsmuade, naar de to 

brydende Flader betragtes som plane og vinkelr'ette paa de indfaldende Straaler. 
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Nual' det belragtede PunkL ikke liggcr l~eget na~1' vcd Centl'et, maa maIl 
tage Bensyn til de Led i R1£kkerne, som svare til meget store Vrerdier af 11. Det yii derfor 

ferst v1£re lledvendigt at sege hertil passendc Udviklinger for Fllnktionerne '/:,. og U"n • 

1\1an har identisk 

I~--. . V lI 
VlI = l vJ~. + w~ Sill arc tg - , 

Wn 

---- Vn 
Wn = Vv~ + w~ cos al'c tg -- , 

eller, naal' man sretter 

Med Henyltelse af Ligningen 

t'~ + w~ = q", t Vll J arc 9 - = An, 
W" 

WnVn' - W,/t',. = 1 

crholdes endvidere, naar den Variable bctegnes ved a, 

dl." 1 
da = 1,,' 

1174 
hvoraf atter ved Integratioll, idet til a = 00 svarer 2" = a - "f ' 

n74 \,"" (1 ) 2n = a - -- -- ~ da - - 1 , 
2 I.a q" 

Af de (2;~) og (25) givne H,ckker for v" of) WI! flndes 

U'n 

(63) 

(6·1) 

(G.)) 

(6/j) 

Er ntl a et meget stort Tal af St0lTelsesordencn a og kunile aile Storreiser som ere af 

Ordenen a-I eller af lavere Orden lades nde at' Betragtning ved Sid en af samme Orden 

som Enheden, saa viI man for aIle Vrerdier af n 
I 1 ) end a, og hvor endnu Differensen a - (n + 2" 

ved Summation af Rrekken (66) erholde 

indtil en vis Grwnse, som Jigger Iavere 

kan hcnregnes til Slerrelsesordenen a, 

a , 1 

qn = -v- -;; -(-- +- 1 )"' a > n T 2' . 
(67) 

a"- 11 -2 

IndsaJttes delle Udtl'yk for gn i (65), hvor det maa forblive gjwldendc for allc Integl'ulets 

Elemcntcl', erholdes ved Integration 

(68) 

Til Funktionsbetegnelserne qn og 2n ,j[ i det folgenuc blivQ tilfejet den Variable, 80m her 

for I{ol'theds Skyld hal' vreret udeladt. 
Saalamge Ligning (67) or gjteldende, ville Difl'el'ontialkoefficienteme af qn (a) og 

qn (a') med Hcnsyn til a og a' knnne hortkastes ved Sidcn af Storrelser af Ordenen aO, 
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som q" (a), qn (a'). Gaa vi nu tilbage til 

Kortheds Skyld foJgende BelegneJser 
I\oefficientligningerne (33) og (34) og indfores for 

Nq,,(a') - qn(a) 
Nqll"(a') + qn (a) = 0", 

qn (a') - Nqn (a) 
qn(c2F+-Nq~(a) = 

Cn , 

2 ~q!!ja) q" (a') ( Nq71 (a') - qn (a) )171 _ 0 
(Nqn (a') + q" (a) )171+2 - n, rn , 

2 Nqn (a) q" (a') (qn (a') - Nq" (a))171 
------"~---.--------.---.-- - C (q,,(a') + Nqn(a))",+2 --- n,m, 

2N~/qJar ql/(;;1 (q,,(a') - Nqn(a) )'n 
(q,,(a') + Nq"(a)),,,+l 

sail, vii man knnne udtrykke I\oefficienterne ved BI'oker, som lade sig IHlviklc i felgcnde 
konvergente Hrekker: 

n n ~ 1l,1n , . 

til =0 

2k = - 1 -- b e2 ..ln(a)i +1Il~:"'2b e2(..ln(a)-(m+1)..l,,(a'))i I 
2sn =-1- c"e2..l,,(a)i+1Jl1''''2cn,1Ile2(l,,(a)-(m+l)..ln(a'))i, (G9) 

m=O I 
k,/ _m=; j3n,rn e(1.,,(a)-(2m+l)..ln(a'))i, s,,' = m3;oo rn,rn e(J.n(a)-(2m+l)l.n(a'))i. 

m=O 1Il=Q 

Idet vi dernrest gaa over til Summationen af Urekkerne (31), ville vi i deUe Afsnit 
indskrrenke os til det THfrelde; at det hetragtede l>unkt Jigger i .x-Axcn (Hovedaxcn). 
Del yil bcmrerkes, at man hal' 

for cos tp = 1 , 
dP,,(cosSO) __ d2 P n (cosSO) _ n(n+1) 

sin SO dr- --.- dS0 2 -- - --2-- , 

for cos SO = -- 1, ~,,(cosSO) == _ d2P"1~sso) :.= (_ l)l1 n (n+-.!J . 
sin SOdSO dtp2 2 

Naar nu de givne Hrekker for 1( og S indsrettes i (17), for IC og S' i (18), og man 

dernrest hcstemmer ]{omposanlerne med Hensyn til de faste Axcr ,'ed njrelp af Ligningcrne 

~ = cos SO~ - sin SO:;;, 

"fj = sin SO cos ¢if+ cossocos¢~ -sin¢(, 

(= sin SO sin ¢~f + cosSO sin¢~ + cos¢(, 

og de tilsvarende Ligninger for et indre l>unkt, saa viI man finde, at Svingningerne overall 

i Hovedaxell gaa i Hetning af y-Axen) hvad da ogsaa er en umiddelbar FeIge af) at helc 

Lysbevregelsen cr symmctrisk med Hensyn til .vy- Planen) samt at SvingningsudsIagcne 

lIden for og inden for J{uglen ville vrere bestemte ved 

-" "",n+~ ( .. 1+"1;); . . .) I 
"fj = e(/,t+a)'+.2---e 2 (-I-zkn(vn'(a) +w,/(a)t) + s1l\v,,(a) + wll (a) 1,) , 

• 1 a 

I 00 11. I ~ (" - n7r)" 
, _ '\' T 2 U + "2 '(± 'k' " ,. ')) "fj - ~ --,- e -- t n Va (a) + 8,. v,,(a , 

1 a " 

(70) 

",verste Fortegn gjreldende for te-Axens positive, nedcl'st.e for dens negativc Side. 
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De heri indgaaende Funktioner af n lade sig udvikle efter Potenser af n + f i 

R[pkker, som forhlive konvergente indtil en vis Grmnsc n = n 1, indlil livilken Grwllsc yi 

da forst ville udfore de angivne Smnmationer. Saalcdes vii det i (68) givne lJdLl'yk foI' 

).n (a) kunne udvikles i folgende Ra~kke 

, _ 1l7r (n + -i fJ (n + f r 1 (n + f r 1. 3 
I.n (a) = a - 2" + ---a---- . 2 + -3a-ij---' 2-:;i + -Sac;-' ~-:-G + ... (7 j I 

For q" haves Ilmkkcudviklingen (66) og af Ligningerne (63) erholdes 

( ) + () . .V-(-) -A,/a)i 
Vn a w" a z = 't qll a e , 

saml llH'd nOl'tkaslclse af qll'(a) if0lge (64) 

'( ) ') . 1 -AII(a)i 
Vn a -+wll (a z == -=e . 

Jlqn(a) 

Vi ville nil smrlig udtage de enkcltc I.ed, hvoJ'af Ligningeme (69) for I(oeffkien­

terne Leslaa, og hcgynde med at smtte 

21':n = -- 1, 28" = - 1 . 

Med tlisse FOl'lldsmtninger vii den forste Ligning (70) give 

+ 1 (1 ( - nT.: 1 ). 

7j = e + - z2. -- -,,---=+ qn(a) e . (kt-ali .'1t,n 2 ± V--) kt+"2 -An«(() • 

1 2a Vq,,(a) 

Naa!' heri indsmttes den i (7 j) givne Rmkke for ).11 (a), vii det ses, at Exponenten kommer 

til at indelJOlue Leddet n; (--t-1 + 1). Naar ncderste l~ortegn l<eses, vii dettf' Led bliH~ 117r, 

og i lIcnhold til det i foregaaende At'snit udviklede vii Summen hlive O. Altsaa er fOl' 

x-Axens negative Side 
7j = e(kl+a)i. 

Naar derimod overste Forlegn lmses, kan Summen, idet del' smites n + {- = z, fOI'a1ltll'cS 

til et Integral af Formen (51), ogo "ed Sammenligningcl1 erholdes 

A = ~ F'a = ld-a, () ~-!':.-., 
a ' 2a 

medens ifoJge (52) Inlegl'alet bliver Jig meo 

( T.:). kl-a+ 2 ' 
-e . 

A ltsaa CI' for x-Axens positive Side 

(kt-C!+~); 7j = e(kl--a)i + ie 2 = O. 

Den her fl'emstillede Del af Bevwgelsen er saaledes intel andet end den indfaldende Cen­

tralstmale intltil det Punkl, hvor dl'll triP fTc I' l(uglen. 
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IJdtages dernrest det andet IJed af de to f01'ste IJigningel' (69) og smttes 

2k - b 2An(a)i 2 2A,,(a)i 
11 - - 11 e ,Sn = - en e , 

vii Smnmen Udlrykket (70) for "I) komme til at indeholde Exponenten 

(kt - a+ 2" + ';I+I-1i+ ('~i-), (-~+~) + .. } 

Her maa, naar 0verste Forlegn lmses, Summen blive 00 Med nederstc FOl'tcgn vii del'imod 

Summen ligesom for kunne omdaullcs til et Integral af Formen (51), og ved SammenJig­
ningen erholdes 

A = N - 1 ':!: i Fa = k t - a + 2 a , G = ':!: (- ~ + ~) 0 

N+ 1 a ' 2. a a 

JfeJge (52) vii alLsaa Integralet blive lig med 

_ !i=.J. 0 1 _ e(kl-a+2a),' 

N+I a(--~+~) 0 

(72) 

Dennc Dcl al' Bcvregelsen svarer til dcn fra den forrestc Del a~ J\uglefladen tiJbagekastcde 

Centraistraale, og Hesultatet er det satnmc som det, man ad element:.er Vcj vii kunnc 

udIcdc, idet Fascn bestemmes ved den tilbagelagtc opliskc Vejitengdc, og Amplituden eCtcr 

'J'ilbagckastningcn er - ~ + ~ i selve Kugiciladen, altsaa i Afstanden ~ a (Afstandene maaIte 

med 2: som Lrengdecnhed) fra Centralstraalernes indbildte Bramdpunkt, og dereftel' maa 

aftage i samme ForhoId, som det betragtede Punkt fjel'l1er sig fra dettc Bl'1pndpunkL 

Udtages endelig det Led at' Ligningerne (69), som sval'er til 

1 _ b 2(A,,(a)-(m+1)An(a')i 2 (,(,,(a)-(711+1),(,,(a'))i 
ICn - n,me , 8" = en.me . , 

viI lJdslaget Vlrl'e bestemt ved 

111,. n+ -} . (kl+~~-An(a)+2An(a)-(21/i+2)..lll(al))i 
.2, t -= (± bn,m + cn ,mQll(a))e ~ 0 

1 aVqn(a) 

Udviklet efter Potcnser af n + + vii denne Exponent hlive 

( 
rm (n++r ( 1 2 2m+2) )0 

kt-a+2a-(2m+2)a'+T(f=1+2m+I)+-0-2-- .-a+a-~ +000 I .• 

Snl1unen Yil fon;vindc, med mindl'e man hal' 

t- 1 + 2m + 1 = 4p , 
.1 01' d' d I 10 rl' 1 P l1ktct 110 erge, I' I)Ha x-Ax'ens ]lOsitive Side uct VI SlgC, me mm I'e m el' e: IgC a, naal' ll' u 

(flverstc Forlegn), cller m er uligc, nuar PlInklel ligger paa den negalive Sideo ))pW~ fOI'­
Husal, kan Summen forandl'es, til ct Integral at' FOl'men (51) og vetl Sammr.nligningcn 

cl'holdes 

Vidensk. Sel~k, ~kr., G. n"'kk~, naturvldenskabelig og mat.ltem. AC,I. V I. !. 4 
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A = i ~ 4N(1-=:-N)m 
a (1 + N),"-t 2 , 
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Fa = kt -- a + 2a - (2m+2}a', 

H = a
3 (_2.+ ~_ 2m-t~) 

24· aa aa a'a , 

B = 0, 

Ifolge (52), som forlldsretter, at G ikke er megct lille, vil Hesnltatet af lntegl'ationen 

1N(1-NJ"" 1 (kt-a+2a-(2m+2)a')i 

- (1 + N)m f 2' ( 1 2 2 '2) e a ___ + __ m, 
a a a' 

(i3) 

Ogsaa dette Hesllltat viI kunne udledcs ad clementtcr Vej, Man trenkc sig et 

cylindrisk Hundt Centralstraalel' med Diametel'en 1 tl'rede ind i Ruglen, Eftel' m indl'e 

TiJuagekastninger yjJ dcHe Bundt trrede uct af J{m!'\en med Diameterell ~~_-±-'~L?=-!:' o!!' 
v a' L' 

dernrest forene sig til et virkeligt eller indhildt Brrendpnnkt. Er dettes Af'stand fra Centret 
'I 'Af 1 SIb d ' II' a1-a (2m-l-2)a-a' at, saa VI 1 stan( en tJ. tl'aa e un tets Dwmeter ) lve ---' . , ,Nu er 

t 2 2 2 al--a a 
Brmndvidden at bestemt ved - - + - - 1n;=-_ = 0 , og Svingningsamplitllden, som 

eHer de m Tiluagekastninger og toa hryd~lingCr ~r fOl'alldret til C + ~) m (l !"~l)l/' vil ulive 

foroget i samme For11oll1, som Straalehundtets Diameter er btevet mindre, Naar desuden 

Fasen lJestemmes efter den tilLageJagte optiske Vejlrengde, ses det, at Hesultatet vii hlive 

Ilojagtig det samme, som ovenfor er fundet. 

Del'imou kan man ikkc paa denne Maade bestemme Bevregelsen i selve Bl'CCnd­

punkterne. Disse ere bestemtc vcd Ligningcn G = 0, og bcrtil hnytter sig den til 
1=1. = = 

0< - < - svarende Betingelse 2N> 2m + 2 > N, hvoraf ses, at del' til N < 1 svarcr 
a a 

intet virkeligt Brrendpunkt, til 1 < N < 2 kiln e t Br~ndpunkt, o. s. v. Til G = 0 svarer 

Udtrykket (55), som med de ovenfor angivne Vrerdiel' af A, B, H og 1 giver Udslaget i 

det lletl'agtelie Bnrndpunkt bestemt ved 

Het fremgnal' af Ud~r~!kkct for G, at naar vi langs 1I0vedaxen fra ct ydre Punkt nmrmc os 

Kuglcn og passere et Bnendpunkt, saa vii G fra en positiv V~l'di gjennem 0 gaa over til 

en negativ V~rdi. Het·ut' ses, i Henhold til det i Silltningcn af forrige Afsnit anf0rte, at 

Amplitudcn under dcnne Bevregelse hlll'tig voxer fra en meget lille St0l'relse i Nmrheden 

al' Bnrndpllnktet til dell o"Cllf'OI' for Hrmlldpunktcl iJCRtemte rU'I'c1i af St(J!'I'I~lseRol'dencn a~, 
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voxCt' endnll ydcrligerc for derefter gjenllcrn Svingninger at naa til del dohbcllc af 

Amplitllden i Brrendpnnktet. Derefter trrefTes Axen af andre Straaler, som ligge uden for 

Centmlstraalerne, og hvis Virkning vi! blive besternt i det t'elgendc. En nrermere Bestem­

melse at' J~ysbc\'regelscn i Nrerheden at' et Brrendpunkt fremgaar at' (56) og denderefter 
giyne Oversigt over Vrerclicn af IntegraIel Q (57). 

Som Exempel vii jeg antage m = 0, Rug-lens Hadins Jig 1 em, Brydllingsfol'hoIdet 

1,5. og Bolgeltrngdcn af det indfaldende Lys Jig O,0005mm • Man vii cia have 

a = 1000011', a' = 1,50., a = 1,50., N = 1,5. 

Disse Talvrenlier indsatte i (74) give som Ilesultat 

( ") . _ 467,23e Fa- '4
1 + 1,50 eF'ai , 

Hera!' ses, at det andel Led kun faal' en ringe Betydning, og at Intensitelen, 80m 

regnes proportional med Amplitmlens KYadrat, er meget betydclig i dettQ Bnl'ndpunkt, 
nemlig 217311 Gange stOlTe eltd Inlensiteten at' det indfaldcnde Lys. For en Rugle med 

sammc Brydnillgsforhold og ell floooeit saa stor Hadins \'i1tIc InteBsileten meget IHer hli\'c 
det doObeIte. 

I Cll Iille' Al'stand (J (manit med 2-~ som Lmngdeenlled) inden for Brtrndpunktet vii 
~ 11' 

I () arJ I '. ' man lave = -- 2a2-' og lar paa delle Punk!. Intensileten nanel. Stt lor::ite l'ITaxlt11l1m, 

vii man at' dell i Sllll.ningen af forrige Afsnit al1givne Vtrnli nl' G i dette Punkt Hude 

d = 1017, svarende til O,0833mm • Idette Pnnkt vii Intensitcten va're steget til 1 Hl1200, 

idel den het' er 5,,1811 Gange storre end i JJ:mudplInktet. 

Bel'egllingen at' den Del at' LyshevmgeJsen i ,hen inliell for J(nglell, som hidrorer 

fra Cenlralstraaleme, kan udf(-)l'es paa ganske Iignende ~laade, idel vi gaa lid fra den 

anden Ligning (70). Ven Sum, som bliver at heregne, naar det almindelige Led af de i 

(69) for kn' og· s,,' gime Snnnner utitages, vii vrere 

n1 n+~ (kt+~+).,,(a)-(2m+1)).n(al))i 
),' .. (+ i eos i..n(a') (in, 111 + sin i..n(a')rn,1II)e 2 • 

I a'Vqn(a') 

Naat' man Bn hel'i give1' eos i.n(a') og sill ,Ua') exponentiel Form og dertlLcst ndvi.klel' aile 
. rm. hi' Fllnktionerne ).n efler Formlen (71), ville i Exponenterne J{oefficienterne ttl 2 t lve 

+ 1 + 2 m + 1 og + 1 + 2 rn - 1 , 

I{un naar disse i{oefllcienter ere 0 eller et Multiplum at' 4, vi! Summcn ikke forsviudn, og 

dette vii klln vmre Tilfmldet, naar de kllnne hellt'fll'es til Formen 

+ (1 -- (_·1)TIl) + 2m, 

I dettc Tilfmlde yil Summen kllnne gives Form at' Integt'Hlel (51),- og yed Sammcllligning 

med dette erholdes 
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A =-i-.z'd (N+1)m+1 , 
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B = 0, 

Fa = kt--j-(-Ij1n a'+a-(2m+l)a', G = ~(-l_(-.1)71I-I-,.!._2m-+=-!) 
2 I a' 'a a' , 

11 = a
3 

(-1--(-l)nl + ~_ 2m+l) I = a
5 (:I(-:1)71I+~_ 2m+'~) 

24 I a'a aa a'a' 80 --I a'5 a5 a'5 . 

Er G ikke mcget liUe viI ifelge (52) ResllItatet at' Integrationen blive 

=f 2N(N-1l"'. __ , __ . __ } _ ... ... .. ___ ~_ /'£!='(-l)ma'+a-(2m+1)a')i (75) 
(N+ 1)711+1 a' (=r(_!yn +!._ ~_m:!') . 

a a (/. 

Da man skal have a' <. a', vii man se, at Ligningen G = 0 ikke er mulig for N -1 < 
2m + .l < N + 1, medens derimod for aile andre V<rrdier af rn Ligningen vii kunne tiI­

fl'edsstilles enten verI del ene eller ved det andet at' de to i G indgaaende Fortegn. 

Naar man i (75) hetl'agter a' som ucndeJig lille og dernrest for m srotter 2m og 

2m -+ I, vii Hesnltatet slutte sig umiddelharl til det j (62) fundne, hvor Udslaget i Na.H'­

lIedell af Centret el' bestemt ad anden Vej. 
Vi fortsmtte nu Summationen at' H<ekkel'l1e (70) fl'll n = n 1 til n = 11 2 , idet n:! 

el' dell /wjesle Gramse fol' 12, som el' mu/ig, Ilaal' Funktiouerne q" og A" sklllle kunne 

lIdt.rykkes ved FormIerne (67) og (68). H(l~kkerne antage altsaa den i (35) g}vne Form, og 

idel vi ogsaa her smtte n = 1I + z, /tvor lJ og z hetragtes som hele Tal, ville vi indf0re 

f0lgende Betegnelser 

lJ + ~ = a sin 0 ~= a' sin 0' = a sin -8 = a' sin -8' , (77) 

IIvo1' de fire Vinklel' e, 0', -8 og 19' ere beliggende imellem 0 og ~ og antages fOI=el0hig 

ikkc at faldc mcget nmr vcrl disse to Grmnser, 

Af (67) folgcr 

1 = cos Oq); (a) = cos f}' q); (a') = cos -/}q)) (a) = cos -/}' q)) (a') , (7H) 

hvol'cftcl' I{oefflcienterne by) by, m o. S, v, blive besterntc ved 

N cos 0 - cos 0' b = -- ._. ____ . ____ 0.. 

); N cos 0 + cos 0' , 
, (N cos 0·· cos 11')711 

b)),1/1 = 2N cos f) cos 0 (N' (J..L' tJ')7Il+2' 1 cos I cos 

cos 0 -- N cos f)' 
c = --.--~------

)) COg II + N cos 0' , 
-.-.. ~-- (N cos 0 - cos 0')'" 

/
Cl = 2 NV cos 0 cos 0' - ----,- .---.-----
J)),m (N cos 0 + cos {)')'" +1 , 
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Dc tilsvarcnde Koertlcientet' bit, bTl, rri O. S. v. ville kunne udvikles i Rmkkel' ei'tel'Potenscr 
af z, saaledes til Exempel 

b _ b + ( 1 dbv + 1 d~JI) 
n -)I acosO dO- deosO'dO' z +.,. 

Ligeledes er ifelge (68) 

ligesoIll tilsvarende Udviklingel' erholdes for )n (a/) , I.,,(a) , )1,(a'). 

Vi udtage un ligesom tidligere de eukelte Led af HaJkkerne (69) for k" og 8,. og 
begyude med Antagelseu 

2 kn = - 1, 28n = - 1 . 

Dcn i (10\ for 1) augime Sum, faget fra 12 = n 1 til 12 = n 2 , vii under denne Forudsrclning 
iudeholde l>otensexponenten 

(kt -[- 1~7r ~ ),,(a)) i = (kt =F I); - 2)1 (a) + ( -t- ~ - 8 + ~) z + ... ) i. 
Da I{oeffidenten til z her ikke kan hlive 0 eller meget Ii lie , vii altsaa i delle Tilfmlde 

Summen forsvinde, 

Anlages d()rnmst 

vii Summen indeholde Exponentcn 

(kt =F 1; -- ),,(u) + 2I.n (a)) i, 

hVOl'i Koefficienten til zi vi! hlive T ~ -- (8 - ~) + 2 (e - ~), hvilkell Koeffkient hcller 

ikke Imn hlive 0 eller meget lille, da 20 - 8 maa vmre mindre end 11' og tiIlige stflJ'l'e 

end 0, fOl'di man maa have () 2_ {J. Ogsaa i dette Tilfrelde maa altsaa Summen blive O. 

Smttes endelig 

k - b 2(A1:(a)-(m+l)A,,(a'))i 2(,'\,,(a)-(m+l)A,,(a'))i 
n ---- It, 1n e , Sn == en, me, 

vii Summon indeholde Exponenten 

( kt -t- n~, - 1./1 (a) + 2 A" (a) - (2 m + 2) )/1 (a')) 'i , 

hvori l(ocflicienten til zi vii blive 

~ (2m + 1 -1-1) - 79 + 2 () - (2m + 2) 0' G. 
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Antages Ill! ligesom i (11) G =-'" 2p 71:, viI SUll1mon gaa over til et. Integral af 
Fonncll (42), hvor I\oefficientel'l1e ville bJive 

. sin /} 
A = z V- (+ cos /) bll ., + ell ), cos/} ." ,111 

B= dA 
0.--' 

dll ' 

Fa = kt + (v + k) G - I (2m + 1 =f 1) - a eos I? + 20. cos tJ- (2m + 2) a' cos II, 

II = r.:( ___ 1_ + _ 2 __ ~~+2) = . __ ~ __ .. (_ to' /) .. 1- to· (1 __ (2m+ 2)L" 1.1') 
2 a cos /} a cos fJ a'cosli' 2 sin 0 tl I '" r. , 

1 = ___ 1_(_trr8 1?.+,>tcr3 {J_('>m+2) 10,31.1') 
6 sin 2 0 tl I - '" - tl, 

J( = ~ ... - + ._ ... \.;-- (- tg-5 {} + 2 to,5 0 - (2 m + 2) tg 5 tJ') . 
1 sm Ii . 8 sm 3 0'" b ... 

Steelet for det i Fa indg-aacndc Lcd (11 + ~) G vii man ogsaa, da v eJ' ct hell. Tal, klllllle 

smtte p71:, naar Beting-elsen G = 2p7r er tilfrecJsstillet. 

ResllJtatet af Integ-rationen yil da va~re givct ycd Fonnlcll (43) og, hvis man hat' 

H =~~ 0, Ycd (50), cller mere almindelig, naar G -- 2p 7r ikke er 0, men meget lille, 

ved (19). 

Ved de samme FormIcI' kunne ogsaa ficsultatcl'I1e mcd lIensyn til et indre PlInkt 

hest.cmmes, idcl vi da have at gaa ud fra den andel\ Ligniug- (70), som forer til folgende 

Vmrdiet' for Koefficientel'l1c 

. sin {}' ( , 
A = z---::::=(+ cos lJj3 - (±lr ) Vcos{}' -- lI,m )I,m' 

G = ~ (2m - (±) 1 =j= 1) + H-) /}' + 0 - (2m + 1) 0' , 

F'a == kt + (11 -:t- ~) G - T (2m - (±) 1 T~ 1) + (+) a' cos 8' + a cos tJ -- (2m + 1) a' cos 0' , 

I1 = 2 s~n tJ (H-l tg {}' + tg 0 - (2m + 1) tg 0') , 

1 = __ .1 _ (1:1-) t,,3 8' + t,,3 fJ - (2m + J) t"a 0') 
6 sm '2 tJ - '" b 0' 

Del indklamrcde Fortego (±) tages Oyel'ult CllS en te n som + ell C r 80m - og hestemmcs 

mermere veel (len BetingeIse, at G - 2 P 7r skal va~re 0 elIel' ll1eget lille. 

T<eoke yi os den saaledes hcregnede LysbeYmgeIse i lIovedaxcn fremhragt ved 

Hrycllling og indre Tilbagekastning' af Lysstraaiet', ville disse svare til aile de Lysstraaler, 

som trmlI'e l(uglen i Afslandcn v + -} fru Hovedaxcn. Indfa1dsvinklcn viI svarc til 0, 
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Brydningsvinklen til 8', medens -I} og -I}' blive de spidse VinkIer, hvorunder Straalcrne 

Il'tcfTe 1I0vedaxen i Pllnktet a mIen for I(uglen eller i Pnnktet a' inden for Kllgl(\I1. Ertel' 

m indrc Tilhagekastningel' vii ell indfaldcndc Stmalc ymre omdrejet Vinklen 

Lim = mIT + 28- (2m + 2)8', 

nam' Straalen er traadt ud af I{uglcn, og Vinklen 

Li;11 = mIT-+- 0 - (2 m + 1) 8' , 

naar Sit'anlon ikke er tmadt nd af Ruglen. 

For et ydre Punkt vii altsaa lletingelsen G 

givne Vmrdi af G, kunne lldtrykkes ved 
2 pIT ogsaa, ifolge den ovenfol' 

Lim = 1~+(2p-t--l-~)IT, 

hvilkcn Ligning udtl'ykker, al Slraalerne ere omdrejede Yinklell -I} og enten et helt AlIlal 

Omdrejninger, naar 0\'erste Fortegn lreses og Skjmringen med .'1': - Axen aitsaa finder Sled 

paa dennes positive Side; eller et ulige Antal "halve Omdrejninger, Haar nedm'ste Fortegn 

lreses og Skjreringen foregaat' paa .v - ;\xens negative Side, 

For et indre Pnnkt vii lletingelsen G = 2pIT svare til enten 

J;n = - -I}' + (2p + i -+ t)IT eller J~I =, -I)' -+- (2p - ~ ± i-lIT . 

Det sidste Tilfmlde svarer til det foregaaende, IlYor Straalernes Skjmring med Hovedaxen 

l'ta mIen for J{nglen, det forste Tilfmlde indtrmder, uaar Stra~llerne efter at vmre omdrejede 

et helt Antal Gange og den stumpe Vinkel IT - -I)' trmlI'er Axens positive Side, eller ved 

at vrere ol1ldrejet et uJige Antal halve Omgange og Vinklcn 7C - /}' trreffer Axens negative 

Side, noget som ikke vii knnne ilHltr'mde for Skjmringer med Axen udell for Kuglen, 

Det ses saaledcs, at overhovedet aile Tilfrelde, hvornnder et Punkt i Axen kan 

trm/res af nogen af de Straaler, som uden for Ccntralstraalerne ere faldne ind paa Kuglen 

og have lielL 'In Tilbagekastninger, ere indbefaltede under Betingelsen G = 2 PIT. 

Naar for et Punkt G -- 2pIT ikke fan Vlere 0, men er en meget lille Storrelse, 

saa trmffes PUllktet ikke direkte at' de retliniede brudte, men kun af de interfererende, 
hojede Straaler. 

Det er ovenfor omtalt, at naar vi fra et ydre Punkt nrerme os Kuglen langs Hoved­

oxen, saa ville vi k01't efter at have passeret et af Centralstraalernes Brrendpunkter tneffe 

en Amplitude, som er dobhelt saa stor som Amplitndcn i Brmndpunktet. Herfra kan un 

Lysbevregelsen videre hestemmes ved de ovenfor for et ydl'e Punkt fllndnc l\esnJtater. 

Antages i disse Vinklerne meget smau, ville ,i have 

- -I} + 28- (2m + 2) 8' = 0, og 2 m + 1-r 1 et i\lulliplum at' ·1 , 

altp,na et' rn lige for oYerp,te Forlegn, nlige I'or nedel'sle. 
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Endvidel'e findes 

_ • A. (I-N)m 
A - zIJIN(1+N)m+2' Fo. = 1.~t-a+2a-·(2m+2)(/, 

og veu Uuvikling i Hrekke 

II =. ;O(-1J3 + 203 - (2m + 2)0'3) . 

Udslaget, bestemt ved (43), viI aItsaa blive 

AVa7r e(Fa + ~)i = i1J4NJ1- Nt_ .. V. ___ ._~!!..07C. _____ e(Fa + ~)i 
H (1 + N)m+2 -1J3 + 2 0 3 - (2m + 2) f)'a . 

Bemmrkes det nu, at IHlal', som antaget, Vinklel'11e ere meget. smaa, vii man ifolge 

(77) have 0.0 = 0.'0' = alJ, hvol'ved det fundne UdtI'yk netop ogsaa bliver det dobbelte af 

Udsiaget i Brmndpunktet, saaleues som dette Ct' hestemt j (74). Det andet, lidet betydende 

Led i denne sidste Formel er her ladet tide af Betragtning. HeraI' ses, at de fundne 

Hesultater ogsaa gjmlde fot' saa smaa Viuklcr, at de shltte sig umiddelbat't til de tidIigel'e 

I'M Centruistraalerne alledede Formler. Ganske det samme gj;:elder for de indre Plinkters 

Vedkommende. 

Nuut' 0 eller 0' nrermer sig den ovre Grrense i, vii baade for et ydre og for ef 

indre Punkt lJ nmrme sig plus eller minus r:J::), og £let ved (13) bestcmte UdsIag viIaltsaa 
Q' • 7r konvergere til O. Naar for ct indre })llnkt ~,. nmrmcr SIg 2"' vi! A kOl1Yc)'gere til 

- (±) i __ £yo ~= , B til (-H 2---:--0
1 

.0' og Fa til C + (±) I-
1

' idet 
2 Veos IJ' - sm cos l/' 

C = kt + p 7C - ~ (2m -j-- 1) + a eos 0 - (2m + 1) a' eos 0'. 
l/: 

FOl'mlen (13) viI altsaa hlive 

80111, baade Bam' flvcrste og naa)' nederstc FOt'tegn Imsc8, hliver lig 

1 V2 . 0 Ci 'l rli. til 7r a sm e . 

Naar nu a' antages at vrere et l)llnkt, for hvilket IJ' n0jagtig vi! blivc lig i, og naa!' til 

et meget nml'liggende I)nnkt a' + It svarcl' ef. af de to Fortegn (-1-), saa viI til cf. andet 

Punkt a' - It svare det modsatte Fortegn. Det ses imidiertiu af det ovenfor funune He~lIllat, 

at for beggc disse to meget nrerliggcnde Punkter bJiver del beregnede Vdsiag del sam me 

og uafhmngig af deres Al'stand fr'a l)llIlktet a', hvoraf kan sluttes, at dc flltldne Form/e!' 

ogsaa f'orhlive gyldigc i THfrelde af', at lY' naal' selve Gra'nsen ~. 
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De i dette Afsnit fremstillede Resultater omfatte saaledes aBc de Tilfmlde, h\'o1' 

Lysstraalerne ener at vmre tilhagekastede og bruclte et vilkaarligt Antal Gange enten 

umiddelbart eller, i Nmrheden at' Bnrndpunkterne, ved Interferens trmfl'e 1I0vedaxen. 

Foruden disse Tilfmlue kan del' ogsaa blive Sporgsmaal om Yirkningcn af de' uden om 

I{ llglen gaaende Slraale1's Bojning, men disse Bojningsfmnomener optrmde kun i NU'r~leden 

af Ruglens geometriske Skyggerand og ville i et folgcnde Afsnit blhe gjort til Gjenstand 

for en nrerme1'e Undersogelse. 

Som almimle ligt Hesultat af det her udvildede fremgaar, at den til Amplitudens 

Kvadrat sval'ende Lysintensitet fremtrrcder meget i'orskjcllig i de forskjellige Punkter af 

Hovedaxen, snart som en StolTelse af samme Orden 80m Enhedcn, det viI sige, som In­

tensiteten at' det indfaldende Lys, snarl, nemlig i Centralstmalernes Brrendpunkter og i ue 

anure Straalers axiale Brmn(llinier, som en SljJrrelse af Ol'denen a, og endelig ogsaa i 

Hogle at' Bl'mndliniernes Endepnnkler som en 8tol'1'else at' Ordenen at. I dis8e sidste 

nnendpunkter vilde allsaa for en u end eli g sto1' I(ugle lntensiteten vm1'e stene end i et 

hvilhet som heIst andet Punk! i Axen (saa vel som ogsaa uden for Axen), men i Virke­

ligheden bliver, naal' vi holde os inden for de praktisk mulige Gl'mnser, Intensitetcn i 

dis8e Pllllkler allid betydelig mindl'C end i Cenlralstraalernes f0rste, til m = 0 sval'ende, 

BrU'ndpunkt. Tages som Exempel N = 1,5,. vil del' 1'0r8t frcmkomme et sandant ydre 

BrmndpulIkt efler tre indre Tilbagekastningcr. Smttes nn m = 3, vil man finde 

o = 73°39'16,6/1, 0' = 39~46'15,8", {} = 9°8'26,8/1, 

svarende til G "-~ 21I' og H = O. Antages endvidere a = 40000 rr, yit man at' Formlen 

(SO), hvori kun Leddet af hojeste Orden medtages, finde Amplitnden 24,681, Intensiteten 

60!),14, metIens Intensiteten i det forste Bl'mndpunkt, som tidligere vist, er 217311, aJtsaa 

mangfoldigc Gange storre. 

5. a llleget stOl'. Bevregelsen uden for Hovedaxell. 

For Ruglefunktionen Pn (cos ¥') haves den bekjcndtc Udvikling 

TJ 2 1 . 3 ... 2n - 1 ( 2n 1 ( 2) + 
rn(cos¥,)= 211 2 cosn¥'+2_1·-2cos n -. ¥' 

.1 ... 11, n 

2n(2n--:-1) 1.3, !o .) 
(2n-l) (2n-3) . 2.1 cos (n--l)¥, + . .. , 

hvilken llmkke, naar n er ulige, ender med det Led, som imle)1Older cos ¥', og naar n CI' 

lige, med et konstant Led, hvoraf tages det halve. 

Vi ville nu her forudscette, at ¥' ikke er 0 elLer meget liBe, og at n er et mcgeL 

8tOl't Tal. Man vii cla som hekjendt ved Summation at' l\.:rkkeu erholde det allcrede af 
IJaplaee fundnc Udtl'yk 

Vidcnsk. Sclsk. Skl'., G, B:okkc, natnrvidcnskabclig og mathern, Afd. VI. 1. 5 
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Pn (cos <p) = V-_2,- cos ((n ..-L ,1_) <p - !:) , 
71: n sm cp I 2 <1 

Ileraf dannes endvidere, med llortkastelse af Storrelser af lavere Ot'den, 

dPn(cos<p) = _ V 2,n sin ((n + ,l) <p _ ~\) , 
d<p 71: sm <p 2 4. 

Denne Vccl'di indsmttes i Rmkkerne (31), Da del betragtede Punkt antages at ligge mIen 

for Hovedaxen, vii det ikke kunne trccfTes af Centralstraalerne, som svarc til n < n 1 , 

hvorfol' Snmmationerne her kun behove at udfores fra n = n, til n = :x:> , Rmkkerne 
ville saaledes knnne udtrykkes ved 

K - cos¢ ~V 2qn (a) , (( I 1) 71:) (kt_n;' --).n(a»)i 2k ----,oJ --,-sm n,,- <p-- e n 
a "1 71: n sm <p 2 11:' , 

s= ,sin ¢ ~lV 2qn(a) , (( +- 1) 71:) (kt-":..;-J.n(a»)i 2 Z --- ,oJ ,sm n 2" <p - - e 8n , 
a "1 71:n sm <p 4. 

,COS¢~,1/2qn(a'), (( +1) 71:) (kt_n;)i, '(')2k' 
Z -,-,oJ V --, - sm n 2" <p - 1. e sm An an, 

a "1 71:n sm <p 1: 
R'= 

s' = sin ¢ ~'\/ 2qn(a') , (( '1) 71:) (kt_n;) , '( ')2 ' 
-,- ,oJ -----;-- sm n -;-"2 <p - - e sm An a 8n • 

a 111 rr 11 sm <p 4 

I 
I 

(79) 

Vi indskramke os i dette Afsnit til at udf0re disse Summationer indtil n = n 2 , 

det vii sige, indtil den hOjeste Grmnse for 7/, in den fol' hvilken Funktionerne qn Ot; An lade 

sig udtrykke ved de i (67) og (68) givne FonnIer, 

Af Rmkkerne for K og S udtages, mcd Anvendelsen af samme Fremgangsmaade 

som i det foregaaende A fsnit, den- til 

2 k" = - 1, 2 Sn = - ] 

svarende Del. Leddene heri ville kOJ1nlle til at indeholde de to EXpollfmtcr 

(kt-;~ -An(a)+ ((n+~)cp-I) )i. 
Smttes heri n II + z, blive ved Udviklingen efter Pott:inset' af z Roefflcienterne til zi 

G=-8+<p, 

hvor Vinklen 8 ligger imellem 0 og ~, Vinklen <p imellem 0 og 71:, ud~n at de naa disse 

Grmnser, Betingelsen G = 2prr vii derfor kun kunne tiIft'edsstilles for p = 0 og 8 == <po 

UeHe forudsat, kan Summen forandres til et Integral af Form en (42), hvorefter man for 

Rmkken J( ved Sammenligningen erholder 

cos ¢ V 2 ,cos ¢ 
A = 2ai rracos8sin8sincp = -lasin<pV271:acos<p' 

1C a Fa = kt - a cos {() - - H = -- -:---
T 4 ' 2acos<p • 
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Del ved (43) beslemte Ylesultal af Integralionen hliver 

cos cp . __ ;-_ e(kI-a cos 'P) t • 

asm<p 

Del' er herved) paa Grund af Ligningen -8 = <p) forudsat, at man hal' a sin <p < (J. og 

o < cp < ~ . Er dettc ikke Tilfreldet, bliver Hesultatet O. 

Tilsvarendc rOl' Rrekken S flndes 

i Sl~ cp e<kt-a cos 'P) i . 

a sm <p 

Yed Indsrettelscl1 af disse to Udtryk for K og S i Ligningerne (17) erholdes, med 13ort­

kastelse af de Led, som ere af lavere Orden end Enheden, den tilsvarende Del af I{om­

posanterne fe, 1e, (e bestemte ved 

(e =- Sil1<pcoscpe(kt--aCos'P)i, r}e =_-cos<pcoscpe(kt--acOs'P)i, fe = sincpe(kt--acos'P)i, 

lIvilke Vrerdier ses at v;rre ligestore med de i Ligningerne (13) givne Udtryk for Kompo­

santerne af del indfaldende Lys med modsat Fortegll. Dette Resultat udsiger 8aaledes 

kun, at naar de tilbagekastcde og hrudte Straaler holdes ude af Bctragtning, og Ruglen 

altsaa betragtes 80m fnldkommen sort og uigjennemsigtig, saa vii del' vrere fuldstamdig 

Morke bag ved den belyste I{ngle uden for IIovedaxen indtil en vis Afstand fra denne. 

At det ogsaa er Tilfreldet i 1I0vedaxen er vist i det foregaaende Afsnit. 

Vi udtage dermcst det Led af de to forste Ligninger (69), som svarer til 

Disse Vmrdier illdsatte i Hmkkerne J( og S ville give Led med de to Exponenter 

(kt - n; _ An(a) + 2 An(a) ± ((n + !) cp -- ~) ) i, 

hvor, "ed lJdviklingen efter rolenser af z, I{oefficienten til zi hliver 

G = -rr--8+2B+<p. 

Da man maa have 02: -8, svarende til a.2:. a, kan Betingelsen G 

stilles for p = 0 og naar overste Fortegn lreses. Altsaa er 

G = -rr--8+20+cp = O. 

2prr kun tilfreds-

For Summen J{ l~rholdes dernmst ved Sammenligning med Integralet (42) Koef-

ficienterne 

A 
. . cos cp by . n 

- t -----.--.---- Fa = kt - a cos -8 + 2 (J. cos 0 + :r ' 
aVi na cos -8 sin 0 ~in cp , 1 

H = - tg # + 2 tg 0 
2 sin {j , 

5" 
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hVOl'cftcl' don ved (13) bestemte VWl'(li uf [ntegmlet bUver" 

J{ ~_ _ cos ¢bj; ___ _ e(kt-aeos19+2aeosO}i. 

aVcos /J sin rp (- t.g /J + 2 tg 0) 
TilsvUl'ende findes 

. . " - ~ sm Cf' OJ; e(l.t-a cos 19 + 2 a cos 19) i . 

aVcos /J sin rp (- tg /J + 2 t.g 8) 
S 

Idet disse Vwrdicr sknlle indsmttes i Lignillgerne (17) til Bestemmelsen af Sving­

ningsli:omposanterne, kunne ffJrst foigelldc, mere almindelig gjmldende, BcmmrkningPl' gjores. 

Naar Rmkkerne (79) for J{ og Sere fOl'andrede til Inlegrater, vii red Diffcrentioner med 

IJcnsyn til a og rp, naar uUe St0l'reisel' af Jurere Orden bortkastes, kun Potensexponenterne 

komme i Betragtning. Disse ere belegnede ved Fai og man hal' 

dFa a:;;- = G = 2pJr. 

I)a ethvert Mllltiplum af 2ni kan lamkes ndslwdl af J~xponenten, vi! man, naar man 
dFa 

Stedel for II vmIger () som nafhu?ngig Yariabel, altsaa Itave ([jj'" = 0, hvoraf atter· folger, 

naar tillige a er variabel, 
dFa 
"(fa: = - cos {) . 

Endvidere maa rp indgaasaaledes i Pa, at man faar 

dFa 
-d = ± (II + ~) = -I- a Sill 19 , rp . 

Fortegnet svarende til det FOl'tegn, lnonned rp indgaar i Fa. 

Man vii saaledes el'holde almindelig 

~ = sin2{)aK, -r)e = +sin{)cos{)ali, Ce = --f--£sin {)as. (80) 

Bette anvendt paa det oyenfol' beregnede Tilfmlde giYer 

~ cos l) - "ie sin {) = 0, 

e: .. 0 + - .. 0 _ cos ¢hjJ sin {). . (kt-acost9+2acosO)i 
r;-e sm U' 7Je cos U' -,..- Veol> -8siii rp- (_ tg{) +2 tg 0) e , 

sin¢c~sin l) (kt-acos,J+2acosO)i .. ... e . 
Vcos {) sin rp (- tg {j + 2 tg 11) 

Denne Del af Lyshevmgelscn sval'el' til J3evmgelsen i de fra Ruglens forrcste Flado 

Lilbagekastede Lysstraaler, og de samme Hesnltater kunne let udlcdes ad elementa~l' Vej. 

Idet () or Indfaldsvinklen, 1') den spidse Vinkel, som den tilbagekastede Straale danIle!" med 

fiadinsvektor, vii Loyen for Tilbagekastningen give -Jr - (} + 211 + rp = O. Den tiJbage­

kastede J,ysstraale hal' et indbildt Brmndpunkt i Afstanden ~ cos 11 (Afstanden maalt med 
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A 
-2 - som Lmllgdeenhed) fra det rcflckterenclc Fladeelement. Det betragtede Punkts Afstand 

IT 

fra delle Element er acos(}-(1COsO,og dets Afstand fra Brrendpunklet acos/}-~acosO_ 

Ugger det betragtede llunkt i selve Kuglens Overflade, har man /} = 0 = IT -If, 
og med clet valgle Axcsystem ere hcr J(omposanterne af det indfaldende JJys 

'0 =-~ sin If cos cpC, "1)0 = cos If cos cpC, (0 = - sin cpC , C = e(kt+acos8)i. 

I Indfaldsplanen er altsaa Svingningsudslaget -

"1)0 cos 0 - '0 sin 0 = - cos cp C , 

som if~)lge Frcsnels Love ved Tilhagekastningen forandres til 

tg(f}-OJ "C-b' !JC 
tg (0 + (j') cos IJ! - )I cos IJ! , 

medens det paa Indfalusplanen vinkelrette Svingningsudslag efter Tilhagekastningen hliver 

sin (0 - (j'). C C .-. ---;-~-,- sm cp = - c sin cp . 
sm (8 -r- (j) )I 

I den tilbagekastede Lysstraale maa dernrest Intensiteten aftage i samme Forhold 

som Lyset ndbreder sig over et st0rre Fladeelement og Amplituc1en altsaa i Forhold til 

){ vadratroden af dette Fladeelement. 

Dette Fladeelement er i det hetragtede Punkt bestemt ved 

sorn for a 

( a cos /) - i cos e) 2 de. a sin If d ¢ , 

a, I1Vortil svarer /} = e = IT -If, gaar over til 

a cos f) d (j • a sin 0 d cp . 

Forholdet imellem disse to Elementer er 

a 2 sin 0 cos 8 sin 2 {} 

-(2-a-c-o~s jj. - a cos 0) a sin If = cos () Silllf (- tg /) + 2 tg tJ) , 

idel a ot( a elirnineres vetI Ligningen a sin /} = (1 sin O. 

Det vii ses, at man saaledes kommer 110jagtig til det samme llesultat, som ovenl'or 

blev fundet. 
Indsrettes endelig det almindelige Led af de to f0l'ste Rrokker (69), nemlig 

k
', - b 2(A,,(a)-(m+1)A,,(a'))i 2(A,,(a)-(m+1)An(a'))i 
,,-- n,me , S" = cn,me , 

Ihekkel'lle (79) for K og S, ville Ledtlene indeholde Exponenterne 

(kt- 11; - An(a) + 2An(a)- (2m + 2) An (a') + ((n + -~)lf -- i ) ) i . 

VetI lJdviklingen heraf efter Potensel' af z, vil Koefficienten til z i blive 

G = mIT - 8 + 20 - (2 m + 2) 0' ± If . 
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Heri er m 7r + 20- 12 m + 2) (j' = LIm den Vinkel, som den indfaldendc Sl,rHalc er 
omdrejct efter m indre Tilhagekastninger (S. 311, saa at Ligningen ogsaa kan skrives 

G = J", - {) + cpo Det ses heraf, at Betingelsen G = 2p 7r er opfyldt, naal' Indfalrls­

vinklen (J er valgt saaledes, at Straalcn efter m indrc Tilbagekastningel' trretTer det betrag­

tede Punkt, og at f)verste Fortegn maa lreses, naar delle Punkt og den indfaldende Straale 

Jigge paa samme Side af lIovedaxen, nederste l~ortegn derimod, naar de ligge pan mod­
satte Sider af Hovedaxen. 

For Summen K erholdes dernrest ved Sammenligning mcd Jntegralet (12) Koeffl-
denten A + i 2 C_?S cp bv• m 

for Summen S I(oefficienten 
- aj/2 7r a cos {) sin {J sin cp , 

2 . f 
A = + Sill ~·J(~lJ' "'-_ __ __ , 

- a V2 7i' a cos {) sin {J sin cp 
og for begge Summerne J(oefficientcI'ne 

Fa = kt - a cos {) + 2 a cos (j - (2 m + 2) a' cos (j' + (p - trn::'F t) 7i' , 

1 
Fl = --. - (- tg {) + 2 tg (J - (2 m + 2) to' 0') 2 sm (J , 0 , 

I = -;-__ .1 _ (_ tg B /) -l- 2 tg B 8 -- (2 m + 2) tg 3 0') . 
6sm 2(j' -

Hesultatct er givet i Formlen (43) og i Tilfwlde af, at man hal' H = 0, ved 

Formlen (49). I det 1'0rste Tilfmlde viI Udslaget, hvis Komposanter ere bestemte ved Lig­

ningerne (80), blive af samme Orden som Enheden, i det andet Tilfmlde (H = 0), som 

reprmsenterer aIle Brmndfladerne, vii Udslaget bJive af Ordenen al , Intensiteten af Ordenen 
I 

a l • Da aIle St0rrelser, som ereaf lavcre Orden end Enheden overalt i denne Hegning 

bortkastes, vii man altsaa her kun have at medtage det 1'orste Led af Formlen (49). 

IIvorledes Lysbevmgelsen i Nmrheden a1' llrrendl1aderne er beskatTen 1'remgaar af 

de til Formlen (49) knyttede Beregninger og eftel'foJgende Diskussion. Det ses hera1', 

at naar H nrermer sig til 0, hviIket skcl' derved, at vi nmrme os Brmndfladen fra den 

Sidc, hvor de retliniede brudte og 'In Gange tilbagekastede },ysstraalcl' kunne naa hen 

(G == 2 p 7r), saa vil Svingningsamplitnden voxe gjennerJl en periodisk nevregelse fra at 

vrere a1' Ordenen aO til Ordcnen at. Det sidste og storste Maximum naas, forinden vi naa 
til sclve Brmndfladcn, hvorefter Amplituden aftager til dcn ycd Formlen (50) bestemte 

St0rrelse, svarende til selve Brmndfladen (H = 0, () = 2p 7r). Dereftel' aftager Ampli­

t.ucIen hurtig til O. I l\Jaximalpnnktet nmrmest nrmndflacIen cr Amplituden 1,504, Inten­

siteten 2,262 Gange sterre end i Brmndfladen. 
Da Bestcmmelsen af Lysintensiteten i og i Nmrhcdcn af Brmndfladen hal' smrlig 

Interesse, navnlig af Hensyn til Reg n b u ens The 0 r i, skal jeg Imgge Formlerne her1'or 

nrermere tilrette for den numeriske Beregning. 
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Lysintensitetcn af de m Gange fra J{uglens Inderflnde tilbagekastcde Straalei, vrere 

det ved cp, ¢, a bestemtc Punkt betegnet ved !,n(cp). Amplituden bestemmes ved Lig­

ningernc (SO), Itvorcfter Intcnsiteten, Amplitlldcns ]{vadrat, flndes udtl'ykt vcd 

l",(cp) = a2 sin 2 8 Ampl. (K~ + 8 2 ), 

lf0Jge den nlmindelige Formel (l~9), hvora1' kun det forste Led medtagcs, cr 

" t AmpJ. [{2 = la~ Q2A2 
9I~ , 
k t 

\ J 5 2 = 1 a'S Q2 42 
j mp . 9 Ii ~ ; 

Er det indfaldende Lys llpolariseret, hvad vi i det 1'olgendc ville forudsrette, erholdes 

Intensiteten som den til aile V rerdiel' af ¢ 1'l'a 0 til 271' svarcnde l\liddelvrerdi. Del' smttes 

derfoJ' 
cos2 ¢ b2

y, m + sin2¢ C2'h m = t (b2
y,m + C2

y,m) , 

hvol'efter vi med den ovenfor angivne Vmrdi af I erholde 

4akQ2 sin 2 8 ( 6sin 20' )1(l2 + 2 ) 
I",(cp) = 971'·sincpcos8sinO -tg38+2tg30-(2m+2)tg30' ) y,'" C y,l1I • 

Indfores to nye Betegneiser p og p' ved 

tg 0 = P tg 0' , N2p' = 1) , 
erholdes 

I (NcosO-cosO')m , (1_p')m 
2 N cos 0 cos 0 (tv cos {} + cos {)')111+2 = 2 P (l + ])')m+2 , 

, (cos 0 - N cos {)')11I (1 _pin> 
Cy , m = 2 N cos 0 cos (j (cos 0 + N cos 0')111+2 = 2p (1 + p)mt=2 ' 

Tillige ere Vinklerne (j, 0' og {) bestemte ved 

. . , Vp2 _ N2 
smO=Nsm{J= p2-1' 

lige80m man ogsaa hal' 

2 (p - m - 1) tg ti' , 

asin8 = asin(j, aA = 271'R, aA = 271'1', 

idet R cr J{uglens Hadius, l' Pllnktets Afstand fl'll Centret, begge maalte ligesom ). med 

en vilkaarlig Lrengdeenhed, 8amt (se Side 17) 

Q = 3(~tW. 
Ved disse Substitutioner kan Intensitetsformlen gives 1~'Ol'men 

W2 

Im(cp) = -.- Cm , sm cp 
hV01' Cm er uafhrengig af cp og bestemt ved 

(a) 
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R2 4'8p2(N2_1)( R(p2 _ N2)~ )1(, (1_p')2m (l_p)2m) 
em = ~'cos 8(p2_1) 6A(p'!--1)! (pll-4 (p-m-ljll-m-l)2 p 2 (1 +p'j2;n+4 +p2(T+pj2tll+4 , 

cos{) = pVN~ 
Vp2 (N2 -1) + 4(p-rn-l)2(p2 - N2) 

nell Formlen (a) indgaaende StellTelse W er bestemt ved 

JV = ~~os -211: (w 3 - m' w)dw , 
~o 

hvor m' er afhmngig af cP paa folgende Maade. 1\'1un antage CPo at vmre den Vmrdi af cp, 
som 8varer til Brmndfladen og altsaa er be8temt ved 

G = m'ir -- {j + 2 fJ - (2 m + 2) fJ' +: cp 0 = 2 PI 7r , 

hvor Pier et heIt Tal. Fortegnet for CPo, 80m Iigg(lr imellem 0 og 11:, hlivel' bC8temt yell 

selye Ligningen. 

Srettes nn SO = SOo+a, erholdes G--2p t 'ir = -a, men ifolge (16) el' 

G - 2Pl7r = - c (12 t, hvor c = (~) ~m', 
Saalede8 erholdes, nuar tillige den givne Vrerdi at' 1 indfores, 

() = (~) i m' (=- tg
3 

{) -±~Y~_~_~_=J~n -~l!~~) i 
2 6a 2 sin 2fJ,' 

og med de ovenfor benyttede Sub8titutioner 

() = m' (,F(P2- 1)(p3- 4(P- rn-lj3'=_:...m-1)(E:_- N2)~)j-. 
48R2 p 3 (JV2 -1)~ 

(e) 

r TiIfmlde af, at a kan betragtes 80m uendelig stor (R e g n b u en), harman {) == 0, 

p m + 1, hvorved Formlerne (h) og (e) redueeres til 

em = R2 ,48p_2~y2-11 (!:iip2-=N2)~)~ ( '2 (1 p')2m + 2 (1_p)2m ) (b') 
r'l. p2_1 6).p2(P2-1)~ P (1+p')2m+4 P (1+p)2m+4 , 

() = tn' ().2(P2_1)2(P2 __ ~2)!)t. (e') 
48 R2 p2 (N2_ 1)~ 

IJigningen W = 0, som 8Varel' til Im(cp) = 0, giver, 80m omtalt Side 17, en 

Bmkke V rerdier at' m', hvoraf den q-de for tilstrcekkeIig store Vrerdier af q er be8tcmt ved 

m' = 3 (q - -l )f. Herti! vii svare 

() __ ~ (~)t [(P2_1)2(p2_ N2)~]i (~(4q _ 1))i 
- 4 4 p2 (N2 _ 1) t R ' 

under hvilken Form Hesultatet, udledet ad elemcntmr Vej, nyJig er fremstillet at' 1\1. B 0 i te f 1), 

I) .lOtiI'll. de phys. S.II, 1. R, p.282. 1889. 



41 

dog med den Forskjel, at paaLigningens venstrc Side trreller hos B 0 i te I tg a i Stedet for 

iJ. Ved Beregningen uf nogle Forsog med en Glasstang hal' derimod l\1aseartl) benyttel 

Formlen iJ = A (q - t)~ og fnndet sci v for temmelig store Vrerdier af (~(9°) en god Ove\,­

em;stcmmelse imellem Forsog og Hel'egning. 

Intensitelen i ·sclve Brmndf1n.den (m' = 0) cr hcsteml vetl 

Ili)2 (2)i em Im(cpo) = -- - ~;-... - , 
12 ;r sm9'o 

hvoraf atter den egentlige l\Iax.imalintensilct, som svarer til m' = 1,0845, m('d til­

strrekkelig Tilnrel'melse (idet den til denne Vrerdi af m' svarende Vrerdi af cp i Heglcn hlivel' 

megel Iidt forskjcllig fra CPo) kan fincles ved l\lnltiplikation mod 2,262. Paa denne Maade 

hal' jeg Leregnet Maximalintensiteten i et Par Exempler. 

l\Ian anlage R = tOmm, N = 1,5, A = 0,0005mm, m = 1. For et ydre Punk!. 
16 

nmiddelbart ved Kuglens Overl1ade er l' = R, IY = 0, tg IJ = II tg IJ', altsaa p = 1, p' = 9-' 

Idet em bestemmes ved Formlen (b), finfles mcd disse 'l'ulvrerdier Maximalintensiteten lig 

4,5423. Da denne Intensitet er proportional med Ri, ses heraf, at selv for meget, indtil 

nrosten 100 Gange, mindre Kugler vii Intensiteten bJi\'e storre end 1. J en Afstand af en 

1 0 R Jj 8' 5, 10 ha v Had ins fra Kuglens verfla<1e er r = t, 5 ,if = ,2) = "2' p = 9-' hvortil 
svarer Maximalintcnsiteten 0,9423. 

Af disse Resultatcr fl'emgaar det, at del' i sua godt som aIle praktisk fOl'efaldendc 

Tilfrelde af gjennemsigtige Kugler vil knnne findcs Steder ndonfor Ruglen, 1';0111 blivc helyste 

Ii g e s a a s tre r k t af det direkte indfaldende Lys, som ffa dcn anden Side af det en Gang 

fm ){uglens indre Flade tilbagekustede IJYs, hvor dette er strel'kest. .Da saadanne Stetler 

vistnok let ville kunne opsoges experimentalt og ved de meddelte Formler ligeledes ville 

kunne bestemmes theoretisk, viI del' hel'ved vmre givet et godt l\Iiddel til at kontrollere 

Ovel'ensstemmelsen mellem Fors0g og Beregning. 

S0111 et audet Exempel vii jeg vmlge en kugleformig Vanddraahc med Bry<1nings-
4 

fOl'holdet "3' For m = 1 og a uendclig stOl' findes her 

l\Jaximalintensiteten . . 0,06728 ~22 (~~) ~. 
Tages til Sammenligning en anden ligesaa stor Rugle med fuldstmndig Tilhage­

kastning, vii i sammc Afstanll lntensiteten af det fra den forrcste Flade tilbagekastede 
R2 

Lys vt('rc /H,2' Disse to lntensitetel' ville altsaa were lige store, naal' man hal' R -= 51,30A, 

som for }, = O,000585mm giver R = 0,03mm • Ved ell Hcg-ndraabe me(l en 8 Gange san. 

1) C01nptcs rendus (Ie 1'!\clHlemie des Sciences, I. lOG, p. t57S. 1888. 

Vitlf'nsk. SC'1.-;k. Skr., n. Ra~kk(l, na.turvidenska\H.'li,Q" Of( mat.hpOl. Ahl. VI. I. 6 
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stor lladius vilde l\1aximalintensiteten af det fra den indre Flade en Gang tilbagekastede 

l,ys vwre dobbeIt saa stor som den Intensitet, man vilde erholde, naar del' i Stedet for 

Hegndraaben sattes en ligesaa stor totalretlekterende liugle. 

I Stedet for en enkclt Hugle ville vi nn twnke os en Samling af lige store adskilte 

RugleI', aile lige strorkt belyste af de parallele indfaldencle, upolarisereue Lysstraaler, hvis 

Intensitet vi smtte lig 1. [{uglerne antages at Jigge saa tlet eller i et tag af saa stor 

Udstrmkning, at Synslinierne fra den 1Jernt stillede Jagttager overalt t!'mlrer en af Kuglerne. 

Den hele l\Imllgde af Ruglel', del' ligget' inden foI' en Keg Ie , hvis Spids er i Iagttagel'ens 

0je og som omfatter Enheden a1' Rumvillkel, viI da udsende Lys, hvi8 Intensitet i Keglens 
2 

Spids er ~'/.IT Gange stOlTe end den Intensitet, som skyldes den enkelte I{ugle'. Idet vi 

kaide Intensiteten af det Lys, som indenfor Enhed a1' Rnmvinkel trreffer lagttagerens 0je, 

den tiisyneladende IOarhed, ville vi ultsaa for en saadan SamIing kugleformige 
4 

Ilegndraaber med Bl'ydningsforholdet If have 

1 (R) ~ Max. af tilsyneladende I{[al'hed = 0,06728;. T . 

For en Iignende Samling af totalreflekterende l{ugler viI de man, uufhrengig af 

J{uglernes StorreIse, erholde den tilsyneladende Klarhed 1-. Ved Summenligningen maa det 
'lIT 

imidlertid her bemmrkes, at aIt del Lys, som ved en enkelt Tilbagekaslning gaar ind imod 

Systemet., ved nye Tilbagekastninger f0res tilbage igjen, hvorfor den tilsyneladetL~e Klarhed 

her retlest b0r fordobles eller srettes Jig ;IT' DeUe forudsat, ville de to Systemer ved 

enkeltfarvet Lys eller betragtede gjennem et ensfarvet Glas ses med den samme tilsyne­

ladende marhed, naar Hegndraabernes Hadins er 8 Gange sua stor, som ovenfor beregnet, 
altsaa naar dener 0,24mm. 

Lysfrenomenerne ved den her betragtede Samling af Hcgndraaber svare til de 

fnldt udvikIede llegnbucr. Beregningen af disses og de sUl'numerrere Regn­

b u e I' s tils~neladende IUarhed vii nn for de enkelte Spektralfarver kunne udferes ved de 

meddelte Formier (a), (b'), (e') i Forbindeise med en TavIe over fntegralet W. lIer skal 

sluttelig kun som et Exempel, del' tillader en Hontrol ved Iagttagelserne, anfm'es, at den 

anden, eftel' to indre Tilbagekastninger fremkomne, Regnblle efter Beregning hal' en 

7,864 Gange mindre tilsyneladcnde J(Jarhed end den forste Regnbue, selvfelgelig forudsat, 

at de ere dannede under samme Betingelser. 

Lysbevregelsen i en l{ngles In d I' e bliver at bestemme ved IIjrelp af Rrekkernc fOl' 

K' og S' (79), idet heri srettes 
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Del' vii i .Leddcne fl'cmkornme de fire Exponenlcr 

(let - 1~7t + (+)An(a') + A,,(a) - (2 m + l)A,,(a') ± ((n + -!) $? - T) ) £ , 

som vell Udviklingen eftel' Potcnsel' give som I\ocfficicnt til z i 

G = (2 m - 1) ~ + (-H ( {}' - ~) + {) - (2m + i) {)' ± $? • 

Heri or m71" + () - (2m + 1) ()' = L1~! den Vinkel, som den indfaldende Straale er omdl'ujct 
crter m indre Tilbagckastninger. Betingelsen G = 2p 71" giver den nrermere Bestemmelse 

af de to dobbelte Fortegn, og det vii ses, at Jigesom for et ydre Punkt svarer flversle 

Fortegn for $? til det Tilfrolde, at det hetragtede IJunkt og den indfaldende Straale Jigge paa 
sammc Side af Hovedaxen, samt at {i' og r have samme Fortegn, naar den Stl'aalc, som 

trrefi'er det hetragtedc Punkt, skjrorer Hovedaxens positive Side, men modsat Fortegn, naal' 

Skjreringen falder paa llovedaxens negative Side. 
Ved Sammenligningen med Integralet (42) crholdcs dernrest for Hrokkel'l1e J{' og S' 

henholdsvis l{oefficienterne 

A = =f (--1--) . i cos ¢ _ 
- a' V2 71" a cos (}' sin {) sin $? 

• f 
A = - (±) _ =s=ln:::tf!==== -r , V2 _11' • O· , a 71" a cos If sm sm $? 

samt for begge Hrekker 

( 71") , ( 1 1 1 ) Fa = kt+(±) a'cos{i'+:r +acos{)-(2m+l)a'cos() + P--2m+:rT:r 71", 

1I = -~ - ((±) t" (}' + t" () - (2m + 1) t<r ()') 2 sm H 0 1:> 0 , 

1 = --,!-. (H-J tg 3 (}' + tg 3 (j - (2m -!-1) tgB ()'). 
6S1112{) - . 

Til Bestemmclse af Svingningskomposanterne P, 1j', (' tjcne de med (80) analoge 

Ligninger 

p = sin 2 /1)' a'K', :;; = -r- (±) sin {i' cos {j' a' K', ,,=-= =f i a' sin {i'S'. (81) 

IJyshevregelsen er saaledes hestemt overalt, for SM "iul det er tilstrrekkeligt at ud­

fore Summationernc med IIensyn til n uden at overskride Grronsen n = n 2 ) hvorved er 
forudsat, at Formlerne (Gi) og (68) for gn og ).n, del' atter hestemme Funktionerne t'n og 
W n , erc brllgbare. Naar denne Gra:nse for n maa overskrides, bliver det notlvendigt at 

soge andre Udviklingcl' for disse Fnuklioner, hvad jeg i det felgentle Afsnit skal gaa over til. 

Endnu skal kun bema:rkes, at naar 8' naaer Grrensen ~ i is 0 I ere de inure Punkter, 

sua lader Bevmgelsen sig ogsaa her heregne ved de givne FormleI', I1vo1'fo1' Beviset kan 

fores paa samme Maude 130m i det tilsvarende tidligcrc (Side 32) beharidledc Tilfmlde, da 

Punktet val' beliggcnde i lIoveuaxen, 
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6. Fortsmttelse. }11uldstmndig TUbagekastlling, Bojlling. 

Funktionerne Vn og Wn kunne ogsaa bestemmes pan en anden Maade end den, 

80m tidligere (Side 22) hal' Y11'ret benyttet, ved en iovrigt ganskc tilsvarcnde Udvikling. 
Man hal' identisk 

Smttes 

viI ll1an altsaa have 

Vn 
____ flog--

V" =-= Jlvn te" e It" 

V"W" = Tn, 

- V- p-VII - '1'" ell, 

V tt ____ -ilog-

w" = Jlt,,, w" e It
n 

J V" 
-2 log - = pI! , 

WIt 

(B2) 

)\) ed Benyttclsc af Ligningcn Wn v~ -" w" v" = 1 vii man clldvidere, naltr den 
Variable betegnes ved a, erholde 

(83) 

hvoraf vcd Integration og rned Indforelse af den til a = 0 svarendc Vrerdi af p" 

fl." = ~log2---2 _"~:+i_2 _______ ) + \"da (_1 __ 2n')+ 1) . 
2 1 .3 ... (2n- 1) (2n+ 1 ~O 2'1'" _a 

(84) 

Endvidc/'c give Hmkkcrnc (22) og (24) for v" og w" vcd l\lllItiplikation 

2 2a + (2a)3 1 + (2a)5 1.3 + (85) 
Tn = 2n+1 (21l=1)-(2;:;+lY(21~+3j·2 (2n-3)(2n--l) ... (21!+5)·2.4 .... 

Higtigheclell af den her antydcde Lov for Rmkken kundc ogsaa vises ved Danlleiscn af 

nHrerentialIignillgen for Tn. 1\Ian kunde, idct lin anlages at tilfredsstillc Difl'crentiallig­
ningen (21), mere almindeJig Stettc 

som indsat (21) forer til Ligningen 

~
d" c -

- Pn 
Un = Vpn e , 

PIt d2

pn _ ~ (:!Pn) 2 + (1 __ ]l(n +Jl) 2pn2 + 2c2 == 0 
da2 2 da a2 , 

hvoraf atler vcd Differentiation fremgaar den Iinemre Ligning 

(86) 

(87) 

(88) 

Ligl1ingcl1 (86) svarer til Lignillgerne (82) for p" = 1'" og C = ± ~, Iigesorn den svarer til 

Ligningernc (63) for p" = qn og C = -/- i. Altsaa maa den sidsle Ligning (88) tilfrcds­

stilles saavei for p" = q" som for pn == Tn, og det vii da ikke \<Bre vanskeligt ved IJjreJp 

af dennc Ligniug al kontrollere Higtigheden af Lovene i de for qn og '1'" ungivnc ltrekker. 
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Saavel n som a betl'agtes som store Tal, begge af Storrelsesordenen a. Naar vi 
endvidel'e ligesom ticlligere ved Summationen af Rrekken for q" lade aIle Storrelse1' af 
lavel'cOrden end Enheden ude af Betragtning, saa viI under visse Betingelser Hrekken 
(85) kunne summeres ved 

a 
2r" =--= 

V(n+i)2- a2 

(89) 

Beting-elsen maa bestaa i, at a ikke ovcrskridcr cn vis Grwnse, men ved mermCl'e Betmgt­
ning af B.rekkcn vii man snart blive opmrerksom paa, at Bcstemmelsen af denne Grmnse 

frembyder vi sse Vanskeligheder. Rrekkernes ted ville nemlig for a < n forst aftage, naa 

et Minimum og dereftcr voxe, faa vexlende Fortegn og naa et Maximum for sluttelig at 

af'tagc til O. Saaledes hal' det Led) som gaar fornel for det forste negative ted, allerede 
naaet Storrclsen 

(2a)2n+1 

1.3 ... 4n+ 1 
1.3 ... 2n-l 
.2.4 ... 2n 

som fOl' ea> 2 n + 1, f. Ex. a = 0,75 n, med voxendc n voxer i det uendelige. 

Det vii derfor vmre I10dvendigt at bringe Rwkken for rn under en anden Form. 

Vcd IIjrelp af Ligningcn 
" 

1 . 2 . 3 ... 2 m _ l)m ('~ . (2 -l 1 . . 2m 
(2n _ 2m+ 1)(2n _ 2m + 3) ... (2n +"2m + 1) =- (- Jo X Sill n - )x sm x, 

kan Hmkken (85) gives Formcn 
1C 

2r" = 2a~fx sin(2n+ l)x (1- ~: sin2x + 't2~422 sin4x- ... ), 

og med Benyttelse at' den llesselske Funktion J o 

(90) 

Vi ndfore denne Integration forst fra .'C = 0 til x = h, idet h antages saa lille, at man 

uden kjendelig Fejl kan smtte x for sin x, saalrenge x er mindre end h. Denne Del af 

Integralet vil saaledes ved Indforelsen at' en ny Variabel y = (2n + 1).'C blive 

a ~(2n+I)I! . ( ay ) a ~(2n+I.)!1 ( (ay )2 1 ( ay )4 1 ) ;--+ 1. dy slllyJo ,+1. = --=-\-1 dy SillY 1 - J..l . 22 + +1. 2'i4 2 - .... (91) n 2 0 n 2 n2"O n l2 n 2 • 

DeUe Integrals OVI'C GI'lJmse vil kunile betl'agtes ganske som den Art at' ubestemtc, 

vilkaarlige Stell'l'elser, vi have hetegnet vecl Frellesmrerket (t), og Integrationen vii derfOl' 

kunne udf0rcs ved Formlen (39). Rcsultatet bliveI' llffikken 

__ a + (~1)3 ~+ ( __ ~1)5 ~+ ... = a , 
n + t n + \I 2 n + '2 2.1 V(n +-"t)2":=- a2 

\1vor KOllvergensbetingelsen alene eJ' a < n + ~ . 
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den anden Del af Integralet(90l kan dell Besselske Fuuklioll udvikles eftel' 
aftagende Potcnser af a i den bekjendte semikonvergente Hwkke 

J o (2a sin 3.') = __ 1 .~_ cos (2a sin.x -~) + ... 
V 7r a SIl1 .x 1 

hvor teddenes Storrelsesorden er a -l, a-} 

Denne Del af Integralet vii saaledes med Udeladelsc af de folgendc Led af Ha~kken 
for Jo blive 

(92) 

Det ses heraf, at saalwnge Difl'el'ensen n + t - a er at' Ordenen a, saa viI denne 

Del af Integralet hlive af lavere Orden end Enheden, og da Ligningen (89) forlldsretter, at 

disse Sterrelser lades ude af Hetragtning, saa viI altsaa denne sidste Ligning forblive. gyldig, 

naar blot Differensen n + t - a er positiv og af Storrelsesordenen a. Denne netingelse 

svarer saaledes, med Omhytning af a og' n + ~, ganske til den for qn Ligning (67) gjreldende. 

Smttes i Ligning (84), idet n forudsmttes meget stor, 

12.32 ... (2n - 1)2 (2n + 1) = 2 (2n + 1 )2n+l e-(2n+l) , 

erholdes nil ved Hjrolp af (89) 
n + J..-~/(n+ 1)2_a> 

fl." = - t log 2 + (n + t) log --g 2 + V(n + t)2 - a" (93) 
a 

Vi ere saaledes i Stand til at bestemme Fnnktionel'lle Vn og UJ" saavel for n + .~. > a 

som fOI' n + ! < a, i .forste Tilfmlde ved Hjmlp af Tn og pu, i andet ved qn og An. Men 
del' bliver endnu et Gebet tilbage, hvo1' disse Funktioner ikke ere bestemte ved de fundne 

FormIcI' , nemlig naar Differensen n + t - a, hvad cnten den er positiv eller negativ, er 

af en ·lavere StBrrelsesorden end a. 

Medens vi hidtil have sogt at SUl1uncre aile forekommende Ilmkker med en saadau 

Nojugtighed, at kuu de Stol'relser, som ere af en lavei'e Orden end Enheden, ere bort­

kastede, ville vi un i det folgellde indskrmnke ~ ojagtighedell saavidt, at. kun Leddene af 

hojeste Orden medtages. /leUe fOl'llclsat, vii man, nan: n + ! - a er af en lavere 

StorreIsesorclen end a, ved Bestemmelsen af Tn kunne bortkaste aile Storrclsel', som kun 

ere af samme Orden som Enheden, cia Tn selv vii vise sig at V(l~re en Stem'else af hojere 

Orden. Naar vi aItsaa betragte den valgte Grmuse (2n+ l)lt som en Storrelse af Orden en aO, 
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saa vii hele Integralet (91) kunne bortkastes, idel de to i Integralet indgaaende Fllnktioner 

sin og J o ikke' for nogen Vrerdi af den Variable kunne hlive numerisk ~t0rre end l. 

Endvidere yil den anden Del af Integmlet, hestemt ,'eu (92), reduceres til 

(2n+t)~ 

1 / __ a_\ d sin((l-ilB)Y+ ~~i)a- ... +~) 
V (2n + 1) 7L ~ Y l/l __ VB , 

(2n+1)/t Y 24(n+V2 + ... 
(94) 

Inor atter uen lavere Gramse hall foranures til 0, ua heller ikke her Integrationen fra ° 
til (21'1 + 1) It kan f0re til et Hesultat af h0jere Oruen end Enheden, medens den ovre 

Gramse for OJ efter Suhstitutionen ay3 = 24 (n + i)3OJ ligesom f0r kan hetegnes ved (0. 

Man erholder saaledes, naar aile Leu, del' kun fore til H.esultater af lavere Orden, bort-
kastes, 

(95) 

Ved Udvikling erter Potenser af n + t - a og Integration ved lJjmlp af Ugningen 

(39) vii man heraf erholue 

2 () a~ [1"(1) . n+ 1"1(3) . 3n ( 1 )(24)H +r(5) , 5n ( 1 )2(24)i 1 + ] r~. a = 3~Vn (; s1ll3' 6" Slll3' n+'2-a a T 6" SJIl 3 ' n+\l-a a 1:2 "' .. (96) 

I denne H.l£kke hli\er 2det, 5te, 8de, ,., Led lig 0, 

Smites for Exempel a = 1'1 + -~, erholdes 

2Tn{n + t) = c(n + ~)!, (; =- ~(~l Y23 = 1,08874, Log c = 0,036922~. (97) 
3~Vn 

Veu at indsrette Rrekkerne (23) og (25) for Vn og Wn i Tn = Vn U'n har jeg heregnet 

nedenstaaende TavIe, som viser en overraskende god Overensstemmelse menem de virkelige 

og de ved Formlerne (97) heregnede Vrerdier af 1'n(n +~) allerede ved de laveste Vrerdier af n. 

1'1 = 0, 

2 Tn(n + {) = 0,8415, 

c(n + t)! = 0,8641, 

1, 
1,2416, 

1,2463, 

2, 
1,4756, 

1,4776, 

3, 
1,6518, 

1,6530, 

4, 
1,7967 , 

1,7975, 

5, 6, 

1,9212, 2,0314, 

1,9218, 2,03 t 9. 

net vil bemrerkes, at naar 1'1 + i-a er af hoj ere Orden end a!, vil Leddenes 

Storrelsesorden Vl£re voxende. Men med denne FOl'udsretning vii ogsaa Integralet (91) 

ved Substitutionen (1-~) Y = OJ reduceres til 
nrl-\l 

2r" ~ V~:,+ la_ 20)" ~~Sjn (.<+ n ~ V2 aln+F=aj' (9B; 
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som viser, at vi nu atter kunne gaa over til den simpIere Formel (89) for 2rn , idct denne 

fm'cr til det samme llesuItat, naar alene StorreIserne af lwjeste Orden tages i IJet.raglning. 

Med denne Indskrrenkning i Nojagtigheden vcdhliver aItsaa FormIcn (89) at vrere gjreldcndc 

saalamge DifTerensen n + .~. - a er af en Iwjere Orden end at, Naar Dill'erensen ·n + t - a 

ikke er af lavere Orden end a, saa er rn (a) aldrig af l10jere Orden end Enheden. Er 

nemlig denne DifTerens positiv, fremgaar dette af Ligningen (89), er DifTerensen negativ 

sos det samme ved i Ligningen 1'n = VnWn at udlrykke Vn og Wn vcd l.igningerne (23) og 

(25), Ilvis derimod DifTerensen n + t - a hliver af lavere Orden end a, saa kan rn(a) hlive 

af en hojere Orden end Enheden, og denne Funktion vii ved Variation af n sIuttelig ifoIge 

(96) naa sin hojeste Vrerdi for n + t = a. 

I Rmkken (66) for qn vii det almindeIige Led, naar n + t - a cr af Iavere Orden 

end a, kunne bestemmes vod 

(n-m+ l)(n-rn +2) .. ,(n+m) 1.3." 2m - 1 
2,4.,.2m 

Veil Forandl'ing af Summation til Integration viI man erholde 

~
n drn Fern). (n + ~)2_ m 2 1 n + t + m 

qn(a) = -=e ,F(m) = - 2m + m log 2 + (n+-~) log + 1 , 
Vnm a 11 2- m 
o 

eller ved ~Jdvikling eftor Polenser af m 

a (m3 1 m
5 1 ) 

F(rn) = -- 2 m Jog -+1- 2 ( + I 2 ' 2 3 + ( +1-)4' X--s + .. , . n 2 n 2) • 11 2 I • . 

Srettes dernrest rn;) = 3 (n + t)2X vii, med den her udkrmvede Nojaglighed, Integralet knnne 

rednceres til 

( ) _ (n+i)~~"'d ,-i -(24)i(n+!)jlog;;-R. aJ - x qn a -:- ---;;_____=_ .r: a; e . 
3sVn 

. 0 

JIeri vii lia:eledes med tilstnekkelig' Noiaa:. ti.Q'hed kunne srettes 100' ~-- = a-n-{- hvor-
u ~ v u b n+~. n,+ t ' 

efter Inlegrationen ferer til Resultatet 

q"(a) ~ (~~~Tr(} )+r(~ )(nH~a)(n~i) I}+ r(~ )(nH-a)'(n~l) 1 T~2 +} (99) 

Indsrettes hori a = n + !, faas med samme netydning at' c som ovenfol' 

2 I 2 
qn(n+!) = -=c(n+~):r, Log--=c = 0,0993920. 

V3 V3 
(100) 

Ogsaa her finder en god Overensstemmelse Sled med de nmiddelbart af Hrekken (66) hc­

regnede exakte Vrenlier af ql1 (n +!) allc)'edc ved de lavcste Vamlier af n, hvad f01gcnde 

TavIe udvisel'. 
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rl= 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 , 
gn(n +-J) 1,0000, 1,1414 , 1,7104 , 1,9121 , 2,0783, 2,2215, 2,3482, 

2c 1 

1,4391 , 1,7062, 1,9087 , 2,2191 , -::::: (n +- ~):i = 0,9978, 2,0755 , 2,3462. 
V3 

Analog med rn vii gn kunne udtrykkes mcd den begnensede Nojagtighed vcd Lig­

ning (67), saalamge DiITerensen a - (n + t) er af hojerc Orden end a~, men modsat rn 

, har qn en med voxende n stadig voxende Vendi. 

Af de saaledes fundne Vrerdier for rn og gn kunne saavel I.n og f1n som Vn og W n . 

beregnes. Af Ligningerne 21'n = 2vnwn = gn sin 21.n fin des sin 2 I.n (n +~) = sil~ i, 
hvoraf for I.n(n + i-) fremgaar Vrerdierne ~, ~, 7;, 43

1T 
••• , men bestemmes I.n(n +~) 

I1wrmere af Ligningerne Vn = V 111 sin I.n , Wn = V gn co~ An for n = 0, 1, 2, 3 ... , findeR 
henholdsvis 

An(n +!) = 0,0, 0,5165, 0,5203, 0,5215 .... 

nenne Hmkkc konvel'gerel' ojensynlig til den lavestc af de oven {'or angivnc Vrel'diCI', 

nemlig til 

An(n+t) 
1T 

0,5236 ... =6= (101) 

lIeraf findes atter ved Iljmlp af Ligningcme v;' = rn ifLn = . 2;, 
fjn ~m "n 

f1n (n +!) = - t log 3 . (102) 

I) l' 1 ,1 R k d' l' f' 1 ( ) ,a man hal' An(a) = --I og f1n(a) = -2--)' ville nn a~ -ken vlk mgerne or An a og 
q,,(a rn(a 

p;.(a), idet for l\o1'thc<1s Skyld qn(n+!), 1'n(n+41, q~(n+t), o. s. v. betegnes ve(1 q, r, q', ... , 
blive 

IT 1 a-:-n-t q' (a- n---t)2 
A,,(a) = 6 + q -'-1---- - q2' --I-. -2- + ... ) (103) 

1 1 a-n--t r' (a-n-t)2 
{Ln(a) = --:r log 3 + 2r --1-- -- 2r2 ' --1.2- + '" , (104) 

Heri ville q', r' og de hojcre DiITel'entialkoefficienter af qn (a) og rn (a) med lIensyn til a 
') 

for a = n + -} vmre at beregne af Ligningerne (99) og (96). Saalecles findes q' = - -_, 
V3 

1/ - 3----
T 
-, Jwilken sidstc Vmrdi kun er af Ol'denen a- i og del'fo1' maa betragtes som O . 

. (n+~) 

Selve Funktionernc Vn og ~Cn kunne bestemmes af Ligningc1'1lc (vn ± wnj2 = qn + 21'n, 

idet Fortegnene for v" og wn, som her er ubesternt, nmrrnerc hcslemmes af Vn = Vq,; sin An, 

tvn = llq~ cos An, hvo1' V qn e1' positiv. De Rmkkeudviklingcl', jeg ad denne Vej har fundet 

ved HjreJp af Rmkkeudviklingel'ne (96) og (99), hvori mIen for Difl'erensen n + ~ - a de to 

Stol'rclser n + ~- og a kunne betl'agtes 80m lige store, ere 

Vidcnsk. Selsk. ISkr., 6. ita,kke, naturvidonskabelig og matllcm. Af,l. VI. 1. 7 
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- COS - -l- r - COS - . - + r - COS -- . ---- -- + c(r( l) 7r (2) 57r $ (3) 97r $2 ) 
3 (j '3 (j 1 3 6J . 2 . .. , (105) 

hvor 

c '----= (~)i _1 $ = (_a6)k (n + ~ -_ a). 
(j 1/37r' 

Disse BrekkeI' knnne ogsua let feres tiIbuge til de bestemte Integruler 

vn(a) = C~~daJaJ-icos(eaJi+aJ), (107) 

wn(a) = C[~~daJaJ-~eE'-"Cx+rdaJaJ-isin($:C!+aJ)]. (108) 

Yed at indsa'tte Rrekkerne (105) og (106) i (Vn + U'n) 2 = q,,± 2rn vil man uden Vanskelighed 

kunIlc overbevise sig om Higtighcdcn af disse Udviklinger. Til Hrug for denne Beregning 
skai jeg her unfore l,igningerne 

Vi kunne nu guu over til FOl'tsmtteisen af den i forrige Afsnit afbl'udte Bel'egning 

og betrugte forst det Tiifmlde, at I{uglen hal' et mindre Brydningsforhold end dct om­

givendc Medium. Vi forudsrctte altsaa N < 1, hvormed folger, at Ligningen a sin f) = a' sin f)' 

bliver umulig for sin f) > N. 

I Ligningerne (33) og (34) smttes nn vn(a') = VTn(a') jtn(a') , medens vn(a) og wrM) 

ligesom tidligere udtrykkes ved qn (a) og An (a), og ligesom q~ kan bortkastes i Sammen­

ligning med. qn, saaledes vii ogsaa 1';1 kunne hortkastes i Summenligning med Tn. Idcl 

qn(a, bestemmes ved (67), 1'n(a') ved (89), viI man erholde 

2 k
n 

= _ 1 + i An(a) i rl,,-~ 2 Tn{a') Ni = _ 1 + e2 An(a); V(n"-+1)2-=72 - V a2
- (n+-~-12 N2i 

qn+2Tn(a'ISi . V(n+~12·-a'2+ Va2-(n+M2 N 2i' 
og srettes 

Va 2 -(n+i?N2 = _ tg a, 
V(n+~)2-d2 

faar dette Udtryk den s'implere Form 

2k
n 

= __ 1 + e2 (An(a)-rJ)i , 

Paa lignende Muude erholdes 

2 Sn = - 1 + l (An(a)-LlJi, tg L1 = V ~__ (~~+ tl~ . 
V{n +~)2_a'2 
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Det Tilfmldc, at man alene har 2 kn = -- I, 28,. = - 1, hal' a\lerede vmret he­

handlet i det foregaaende Afsnit (Side 34). Det val' her almindeligt forudsat, at Funk­

tionerne q,. og An for aIle de forekommende Variable skulde kunne udtrykke:.; ved de i 

Ligningerne (67) og (68) angivl1e Formler, men det viI hemmrkes, at for dctte smrlige 

Tilfreldes Vedkommende, hvor k" og 8" slet ikkc indeholde de Variable a og a', have vi 

kun at gj0re med Funktionerne qn(a) og An(a), og Betingelsen for, at disse skulle kunne 

udtrykkes ved (67) og (68) cr alene v + t = a sin # < a. De fundne Resultater gjrelde 

altsaa indtil Afstanden a fnt Hovedaxen, og som det vil c1'indres bestod den paa denne 

Maude fremstillede JJysbevregelse uden for l{uglen i selve det indfaldende Lys i Rummet 

paa y z -1)lanens negative Side og fllldstrel1llig M f:ll'ke paa den positive Side af y z - Planen. 

Antages de1'nrest 

2 '· - 2 (An(a)-d')i 2 2(J.n(a)-.1)i 
"'n - e ,8n = e , 

og smttes he1'i paa 8redvanlig Maade n = v + z, viI det bemrerkes, at UdvikIingen eftel' 

1)otense1' af z af AII+z(a) give l\oefficientel' til de forskjellige Potenser af z af en hojere 

Sto1'relse soyden, end dem 80m erholdes ved den tilsvarende Udvikling af a og LJ. Idet vi 

altsaa smtte v + i = a sin {], ville a og LJ kunne udtrykkes ved de konstante Vrerdier 

,,_ cos {] 2 to a - . _ . '. N, tg LJ 
Vsin2{]-N2 

cos 8 
VShl'2 {]'~ iti 

Udtl'ykkene for kn og 8n svare nn ganske til det tidligere (Side 35) behandlede Til­

freIde, hvorved Tilhagekastningen fra Ruglens ydre Overflade besterntes. Forskjellen bestaa1' 

knn i, at Faktorerne by og cy ere gaaede oyer til - 1, og at Fasen er formindsket i f{ 

med 2 a og i S mcd 2 LJ, og de tidligere fundne llesnltater ville alt.saa med dis.3e For­

andringer her finde Anvendelse. 

Grrenselilfreldet sin f) = N vil ikke danne nogen srerlig Undtagelse, da a og LJ, 

naur fl aftager indtil denne Grmnse gaa over til ~, og Faktorerne e-ZrJi og e- 2.1i saaledes 

blive lig - 1, hyorved K og S komme til at anlage de samme Vrordier som dem, del' 

vilde fremgaa af de tidligere F:ormler, naar () voxede til den samme G1'rense. 

J{oefficieflterne k;, og s~, ere bestemte ved 

J.' _ An(a) i-PIl (a') 2 NVqn(a)rn(a'J 
en - e qn(a) + 2rn(a') LVi ' 

Da del' tillige for et indre Punkt til n > a' ogsaa maa svare n > a', maa man i Ilrekkerne 

for K' og S' (79i srette Vqn(a'i sin A,,(a') = l/r,,(a') ?n(a'). Det ses saaledes, at disse 

Rrekker ville komrne til at indeholde Faktoren r!n(a')-Pn(a') , som, naar a' og a' ikke ere 

megct nrer lige store, bliver en fo1'svindende Iille Storrelse. Dette fremgaa1' af det i (93) 

givnc Udtryk for Il.n, som, naar den Variable ikke falder ll1eget nrer ved n, ses at vrere 

7* 
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en Hleget stor, negativ StHrrelse og desto st01'1'e, jo mindre den Variable el'. I .. ysbevmgelscll 

inden for den totulref1ekterende Del af Ruglen finder aItsua kun i kjelldeJig Gmt! Sted i 

et tyndt I"ag nml'mest under Kuglens Overtlade. 

Smttes a' == a' -- Nit og antages It meget lille, viI man have 

N It It -----.- -----
plI(a') - p,,(d) = ~( ') = -V(n +!)2_ a'2 . 

_rn a a 

Man vii dernrest paa srndvanIig Maade Onde 

K' = _.. 2NcosJ'. _ e(kt+acOS{I+~-a)i-hVsill;fl=--N2 
a Vl- N2 tg {J V sin\! {J -- N'2 cos? {J 

" . 2sin¢ (kt+acOSfJ+~-..1)i-hVSiI12'fi:--N2 
S = - z -----------.. e 

a V"t=N2 tg 0 ' 

og SO + {J = IT. Ved B~stemmelsen at" J{omposanterne "'{', '1)', (' maa man gaa tiIhage 

til Ligningernc (18), hvorved bemmrkes, at, da IC og S opl'indelig indeholde Faktoren 
e'J.n(a') , vii man med Bortkastelse af StHrrelser at" lavere Orden have 

dK' = <!J!..'2i.aJ K' = V(~- a' IC = Vslll2-f,I N2 K'. 
da' da' a' N 

Tillige erholdes 
dK' 

- (n + 1,) K' i = a sin 0 K'i , dSO' ~ ~ 

og de samme Ligninger gjmlde ogsaa, naal' for K' smttes S. Lignillgerne (t 8) give saa­
ledes for dette Tilfmlde 

. sin OVsin2 {1- N2 , ? = z ..----" N a K , 
• 2 II 

2= ~aI(, 
'> N ' (' = - i sin Oa S' , 

hvor de ovenfor fundne Vmnlier at" K' og S' kunne indsrottes. 

Hesultaterne af denne Bel'egning af den fuldstmndige Tilbagekastning vise sig, 
saavel for de ydre som for de indre Pnnkters Vedkommende at vmre i Overensstemmelse 

med, hvad del' er bekjendt fra Theorien om den fllidstmndige Tilbagekastning fra plane 

Flader, og Beregningen f£ll'er saaledes ikke ud over, hvad man ogsaa ad clemcntmr Vej 

vilde kunIle udlede. 

Del' staal' endnu kun tUbage at fortsrette SUlllmationcrnc af Hmkkerne K og S (79) 

fra den Grmnse for n, vcd hvilken Liguingel'l1c (67) og (68) ikke lmngere ere gylcligc foJ' 

den Variable a. I aIle Tilfreldc vii den i (33) givne Vmrdi at' ft'" knnne omclannes til 

A _ q,,(a) (1 + ~/(a') - N(i+ ~ q,,'(a) )2r ,,(a') 
. -- g,,(a) (t + rn'(a') ) - N ( - i + ~qll'(a» 2r,,(a') . 
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Denne ved A betegnede Hrok, vii, naal' n o\'erskrider den omtalte Gl'<cnse, vise 

sig at hlive Jig 1, forudsat at N er forskjeUig fra 1. Det Tilfrelde, at N -- 1 er saa lille, 

at denne DifTerens maa hetragtes som en Storrelse af Iavere Orden end Enheden, ville vi 

her lade ude af llelragtning. 
Ligningcn A = 1 vii nemlig altid finde Sted, naal' g,,' (a) er af hojere Orden end 

I 

Enhedcn, hvilket ifoige (99) er Tilfreidet, naar n - a er positiv af hojere Orden end a3
• 

Endvidere er i den betragtede Sum n saa stor, at qn (a) or af stel'J'e Orden end Enheden, 

medens Tn(a') og Tn'(a'), naar Ditrerensen n -- a baade positiv og negativ er. af Iavere Orden 

end a, ikke kunne blive af hejere Orden end Enheden. Helte sidste fremgaar af det 

tidligere (Side 48) anforte, idet man hal' n - a' = n - a - (N -1) a, hvor det sidste 

Led ikke kan blivc af Iavere Orden end a. Det sos saaledes, at man i det foreliggende 

Tilfrelde altid maa have A = 1, og da ganske de samme Iletragtninger kunne anvendes 

paa den i (33) givne V rerdi af Sn, vit man altsaa have 

2k -- 1 + 2A,,(a)i 2 - 1 + 2A,,(a)i n - -- e , 8n - -- e . 

llegge disse Koefficienter konvergere hurtig foJ' n > a med voxcnde n til O. 

Idet vi med Hensyn til Tilfmldet 2k" = - 1, 2sn = - t kunne henvise til det 

foregaaende, ville vi have at betragte Rmkken 

Q = aK = i.a S = __ !'V· 2qn.(a) sin ((n + .1.) _~) e(kt-"; +2An(aJ-A
n(a

J)i , 
cos cp S111 cp "2 7m S\ll~ 2 ~ 4 

hvorna er den ovre Gramse for n, inden for hvilkcn qn(a) og A,/(a) lade sig bestcmme ved 

(67) og (68). 

Potensexponenten i denne Sum er 

(kt -~; + 2A,,(a) - An(a) -I-- ((n+.~)~ - I) ) i, 
og sreUes hed n = II + Z og II + t = a sin tJ, vii Koefticienten til z med Udeladelse af 

Storrelser, som ere lavere end Enheden, alene blive - tJ + ~. Skal denne Koeffident 

altsaa vrore 0 eller meget HUe, maa 0verste Fortegn lreses og ~ - tJ maa vrere 0 eller 

me get lille. lIeraf ses, at Svingningskomposanterne if0lge (80) kllnne bestemmes '.ed 

fe = sin 2 ~ cos CPQ, :;;. = sin ~ cos ~cos CPQ, fe = - sin ~ sin CPQ, 
hvoraf atter for Komposantcrne med Hensyn til de faste Axel' erholdes 

~e = 0 , "fje = sin ~ Q , (e = O. 

Selve St0l'l'clsen sin ~ Q lader sig, da ~ - 8 er meget IiBe og man derfor udenfur 
, 1 1 '(J" d t"1 Exponenten kan srette gn (a) = -_.(J = ---- og n = a 8m If = a sm <p, re ucere I 

COS If cos~ 

i "3 F. . . nrr 1 rr 
sin <pQ = "fje = 2,' e "', P'I = kt - 2" + 2A,,(a) - All (a) + (n + 2)~--4' 

V2rra cos ~ "2 

.. ---~-.------'--
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hvorved det sarnmcnsatte Famomen, dcr omfaller parallele Lysstraalers B0jning vcd ell 
reOekterende Rugle, er fremstillet nnder en simpel Form. 

Betragte vi forst den Del af Sum men , hvor n er stone end a, ses det, at A,. (al 

med voxende n aftager fra ~ til O. En nrermere Bestemmelse bernf erholdes ved Lig-
ningerne 

i~n(a)i = ! + t~· An(ali = ! -+ e2P.n(~~ ~---., 1 + 22' e2mp·n(fI.) iln , 

1-- tg An(a) i 1 _ e2~J.tJJ.) i 0 

11vor fl." (a) for n = a hal' V rerdien - t log 3 og med vox('nde n hurtig aftager. 

Smttes altsaa i den hetragtede Sum f0rst i).n(a)i = 1, og indsmttes i J~xponellten 
paa smdvanlig ]\Jaade n = II + z, II + t = a sin /}, vii ved Udvikling eftel' PoLensel' uf z 

Koefficienter til zi i Exponenten hlive SO -. 8. Saaledes gaul' for SO = 8 Summen over til 
Inlegralel 

~
na-a sin,? 

( n Z2) . kt-aeos~----__ i V-----
dze 4 2acos~ = - i 2rra cosSO 'fJe, 

a··-a sin ,9 

som ved Suhstitutionen 

z = (.'C - ~) V2 a cosS; , 
giver 

. ( "'+E2) . ~w -.!... lct-acos~ - -4- ~ d (EX_x2)i 
'f)e = V·- e .'IJ e , 

IT 0 

hvilket lptegral svarer til Inlegralet (57) naar Fortegnet for i forandres til det modsatte. 

Det fremgaar af Behandlingen af delle siclste IntegmI, at for e > 0, altsaa Punktet belig­

gende uden for I{uglens geometriske Skyggerand (a sin SO > a), er Integralet en periodisk 

Funktion. lnelen for Skyggeranden (e < 0) bliver det derirnod aperiodisk. I selve Skygge­
randen (e: = 0) erholdes 

'f)e = -~ e'kt.-acos~) i . 

Resultatet er i aIle Henseender det sam me som det, man erholder for I .. ysets 
B0jning ved en plan, cirkulmr Skive, sat i Steelet for Ruglen den Sto)'cirkel, som tan-
geres af de indfaldende Straaler. 

Den anelen Del af den ovenfor betragtede Sum el' 

nl=oo n~ (kt-).,,(a) + (n+!l~-(2n-2m+1) })i+2m/J.,,(a) 
2 1: 2, e . 

",=0 a 

Smttes hel'i n = II + z, II +? = a = a sin 8 og benyttes for p.,,(a) Udviklingcll (101), 
.Il' rn vil veel Udviklingen efter Potenser af z, Koefficienten til z i Exponenten blive (SO - v) Z __ -;: , 

I 

hvol' r = r)) (Ii + .~) er bestemt ved (9i) og er at' Orelenen a~. 
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1 

llvis nn <p - /J er af hojere Orden end a- J
, vii den betragteue Sum, naar alene 

ShllTelserne af IHljeste Orden medtages, kunne udtrykkes ved 

m~,oo 1 (kt-a cos,?+a (9"-,9) + (2m+l) -i);,- ~llog ~ 
~ ---- e 

m=O <p-7Y , 
1 

som er af en lavere Orden end a'S. 

IIvis dedmod det hetragtede Pnnkt ligger saa nlrl" ved Kuglens geometriske Skyggc-
, I 

ralld, at <p - 19 hliver af samma Orden 80m a -;r eller at' en lavere Orden, saa ville aIle 

Led i Udviklingen af Exponenten efter Potenser at' z komme i Betragtning, men ved Snh­

stitntionen z = 1'ft ville de aBe blive af Ordenen a O , og hele lntegralet vit blive af samme 
I 

Orden som r, altsaa af Onlenel1 a ~ . Den hertH svarende Svingningsamplitude vilue saa-

ledes ,kunne ndh'ykkes ved 
ak c--..:= , 

Va cos <p 

hvor C er en numerisk I(onstant. En nrormere Beregning af denne Konstant har nreppe 

tilstr'mkkeJig Interesse, da det hurtig ses, at denne Del af Lysbevregelsen kun kan blive 

meget riuge, og, idel den falder sammen med det 0vrigc bojede Lys, nmppe vil kunne 

blive Gjenstand for lagtlagelsen. Formlen viser, at Intensiteten af dette Lys er propor­

tional med Ruglens Hadins i Potensen t, og med Bolgeirengden i Potenseu t, samt om­

vendt proportional med det betragtede Pnnkts Afstand fra den af de indfaldende St1'aaler 

tangerede Storcirkel, t'orlldsat dog, at denne sidste Afstand selv ikke bUyer meget lille. 

Slutlelig er ogsaa det til n < a svarende Svingningsudslag bestemt ved 

i a . 
Yje = -==}; eFnt , 

V2ITacos<p 112 

IT 
under lwilken Summation I. .. (a) med yoxende n aftager fra en ubestemt stort V mrdi til "if' 
Smttes n = 1I- Z, )J + -~- = a = a sin {f, erh01des 

Yje = 

llvor AII-z(a) udyikles ifolge (103). Det vil nu ses, at dette Tilfrelde gansl\e svarer til det 

ovenfo1' behandlede, og at Resultatet kan fremstilles under samme Form. Denne Del af 

. Lysbevregelsen svarer til B()jningen af de under streifende Incidens fuldstrendig tilbage­

kastede Lysstraaler. Intensiteten af disse sidste Straa1er aftager med voxende Indfalds­

vinkel, dog vil paa Grund af llojningen denne Intensitet ikke blivc Nul i den geometriske 

Skygge~'and, men derimod en Stofl'else af samme Art som Intensiteten af de ovenfor hc­

tr<lgtedc hojede q~raalel', hvorefter Intcnsiteten 111lrlig- aftagcl' inclcnfol' Skyggcranclen. 
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Summationerne med IIensyn til n ere endnu knn udforte indtil den eyre Grffinsc 

n = n 3 , men som ovenfor bemrerket ville Koefficienlerne kn og 8n for n > a hnrtig kon­

vergere til 0 med voxende n. Denne Del af Summerne vii derfor i AlmindeJighed blivc 
en forsvindende lille Stemelse. 

7. Mrengde at udstraalet Lys. a meget liIle. System at smaa Kugler. 

Alt fra den belyste Kugle udgaaet Lys trenkes opsamlet paa den indvendige Side 

af en koncentrisk I{ugleflade i nendelig Afstand fm ]{uglen. Er L he Ie den opsamlede 

Lysmrengde, l' den nendelige l{ ugles Hadius og I den ved Amplitudens J{ vadrat maaite 

Ly~intcn~itcl i Afstanden r, ~aa vii L kunne definercs og bestemmes ved 

\" ~2" L = r2 ~ sin y; dy; dif; I . 
.,0 0 

(109) 

It' IT" 1 3 S k f 2rrT I I' (I ge ,lgOll1gernc ( 7) og ( 1) knnne , vingnings -omposantcl'l1c or a = -y og r 11Co( eli; 

stn!' mltrykkes vcd 

~e = 0, - = _ ~c_~s ¢ e\,,-t-a)i 2,' 2n + 1 (kn d2 
Pn ---1--. 8" _ d Pn ) 

7)e a 1 n(n+l) drp'1. I siny;drp' 

(e = i sin¢ e(kt-a)i 2,' 2n+ 1 (k'n .dP~+ 8n d
2p"n). 

a i n(n+1) smy;drp drp' 

Heri ere l'" og 8n komplexe Sto1'reIse1', hvis Modulus vrerc betegnct ved k" og 8,;. Bcstemmes 

ntl I vcd Summen af J{vadraterne af dissc l{omposantcrs Amplitudc~', viI Ligning (109), 

cfter at Integrationen med Hensyn til if; er udfort, give 

Ethvert af dis8e Kvadrater kan ogsaa udtrykkes 80m et Produkt af to Summer med de 

Variable n og m, og bemrerke8, at man hal' 

{ 

0 for m~n 

~" . (d2 Pn d2 Pm 1 dPn dPm) 
smrpdrp -d'1.·-d2+~-d --d = 2n2(n+l)2 

.0 rp y; 8m y; rp rp ----;-- rOt' m = n 
2n -j- 1 ' 

ra (d
2
Pn. dPm dPn • d2P-n:.) = 0 Jo y; dy;2 drp + dy; drp2 . , 

vii man !inde Lysmrengden L bestemt ved 

J2 00 (--) L = -2 2,'(2n+1) kt~ +.~:, . 
rr i 

(110) 
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Dc almindcligc Cdtryk (33) for T(oefficicnterne 'k" og 8n kunne ogsaa sl,rives nnder 
Formen 

- 1 +pni ' 

1 
8" =-= - 4q,,£ ' 

Uln(a) 1'n'(a') - Nwn' \a) t'n (a') 
p" = Vn(a)Vn'-~') -lVVn'(a)~,(a') , 

Nwn(a) vn'(r/) - w/(a)v" (a') 
q" = -Nvn(a)v,,'(a-T= v l1 '(a)t,,,(;T . 

(111) 

(112) 

J)issc J(ocffleicnlcrs Modulus er altsaa min(lrc end 1, nndtagen i de Tilfmlue, at man hal' 

P'I = 0, hvortii svarer A'n = - 1, cller q" = 0, IlYortil svarel' 8n = _.- 1. 

Vi sklllle ntl nmI'mere hestemrne Lyshevmgelsen i uet Tilfmlue, at den helystc 

l(ugles Diameter er megct lille i Sammenligning med Holgelmngden af det indfaldende Lys, 

saaledes at a hlher at hetragte som saa Iille et Tal, at i Hrekkelldviklinger efter Potenser 

af a i n.eglen kun det Led, 80m indeholdcl' den laveste Potens af a, medtages. Med 

Ilensyn til a' gj0res dcrimod forelohig ingen indskrmnl(ende Antagelse. 

If'0lge Hmkkeudviklingerne (22) og (24) vii man, naal' kun det forste Led af Hmk­

kerne mcdtages, havc 

Uln(a) 

a,,+t 

1.3 ... 2n+ 1 ' 

1,3, .. 2n-l 

vn'(al 
(1/.+ l)a" 

L-:f~3n-+ 1 ' 

, 1.3 ... 2n-1 
U'n (a) = --- n ----a;,+1- , 

Inds(CUcs lIisse Y<cruier i (111) og (112), vii det ses, at i Almindclighe<l blive ~'n og 8n 

meget smaa Storrclscr af Oroenen a2n+1• 1\Ian vii nemlig erholde 

12,32 ... (2n-1)2(2n +1) a'vn'(a') + N2 nVn(a') 
p" = --------~yn+t--···---·· . a'v

n
'(a')-N2(n-!-fjv

ll
(a') , 

12.32 .. , (2n __ 1)2 (2n + 1) a'v,/ (a') + nt'" (a') 
a2n+i • a' vn' (a') - (n + 1) Vn (a')- , 

j hvilkct si(lste Uu ll'yk ogsaa kan smUes 

a'vn'(r/) + n'l.n(a') = a'vn-1(a') , a'v,,'(a') -- (n + 1) v,,(a') = - a' VII +1 (a') . 

Afset alLsaa fra dc srurlige TilI'rulde, ville Hrukkel'I1c (31) for ]{ og S inuskncnke Rig til dct 

fm'sle, til n = 1 syarende Leu, hvori vil indgaa 

1 ,as a' v'! (a') -_. 2N2 vi (a') 
I~ - Z - • -----.----.. --.~-

I - 3 a'v'\ (a') + N2VI (a') , 

hvol'cftcr SvingningRkomposantcl'l1c ~e, "fje, (e let beslcmmes YCU Iljrelp al' Ligningenw (17), 

l!vis Jlll a' ligcsoll1 a cr en megct liUe St<lrrclse, "it lei k1lnne I'cduccrcs til 

Formen 

] f '·' I'll ell",I' 11aal' F'J.' Ct' })od I' ·'.I'L."lll'llIrCll v 2 (a') =00 cJ'holuel' 8 1 = n, me( ens man OJ' a megC'. 1 C \, " , • ,. " 

Vidcnsk. Sclsk. Skr., O. n",kl,e, natur\'i,lcnskt\hclig og mathem. Afd. VI. 1. 



·58 

Idette sidste Tilfmlde vil altill ifLllge Ligningerne (ti) "/je vrere proportional med 

cos <I, 11voraf ffllger, at det vinkelret pan de indfaldende Straalel' tilbagekastcde Lys svinger 

vinkelret paa Indfaldsplanen og altsaa et' fnldstmndig polariseret i rndfaldsplanen. DeUe I 

gjmlder selvfoJgelig ogsaa, naar det indfaldende Lys cr upolarisel'et. 

Ligeledes maa under de samme Forudsmtninger den samme Lov gjrelde, naar vi i 

St.edet for en enkelt l{ugJe tmnke os en Sam ling af Jignende, indbyrdes adskilte og tilfmldig 

ordnede Rugler. Smttes endvidere i Udtrykket for let a = 2~R, idet R er I{uglens 

Hadius, ses det, at .Lysbevmgelsen i et vilkaal'ligt l\mkt mIen fo!' Kuglcn afhmnger, for­

uden af det indfaldende Lys og at' Punktets l{oordinater, alene af St0rrelscn ~:+~ R3. 

Tmnke vi os nu i det omtalte System af RugIer disses Hadier, ved uforandt'et Stilling af 

deres Centrel', voxe indtil R), som dog vedvarende maa vrere meget liIle i Sammenligning 

me(I en BoJgelmngde, medens deres llrydningsforhold forandres fra N til Nt, og sker 

denne Forandring saalcdes, at man beholder 

N2-1 R3 N12_1 R 8 

N'X+l = N
t
2+2 l' 

saa maa Lysbevregelsen udenfor l{uglerne og overalt ndenfor Systemet forblive npaavirket 

af Forandringen. Lade vi R) blive Jige stor med J(uglecentrernes mindste halve l\liddel­
afstand, som antages meget liBe i Sammenligning med RolgeImngden, vil Systel11et meget 

11m\' komme til at svare til et homogent Medium med llrydningsforholdet Nt. Heraf kan 

atter sluttes, at naar i Systemet f{uglerne forblive nforandt'cde, medens del.s Trothed d 1 

forandres, vii Systemets Brydningsforhold N1 forandre sig saaledes, at ~I::+ ~: forhliver 
I 1 

konstan t Uvnf. "Farvespredningens Theori I)). 

Hele J\Jamgden af det at' den enkelle Rugle udstraalede Lys vii ifoJgc (J to) Y<ere 

bestemt ved 

og er A Antallet af Rugler indenfor llumenheden, vii A L vrore hele den Lysmmngde, 

som ucIstraales fra hve!' Uumenhed af Systemet. Denne Storrelse er Systemets Absorh­

tionskoefficient, og beteg-nes denne ved h, "il man altsaa, naar tillige a ndtrykkes ved 
2nR 
-- have 

A ' 3 
A ---­- 4nR) a • 

Det ses heraf, at Absorhtionskoefficienten er omvendt proportional med (jcrde Potcns af 

BolgeJ::engden (Uayleigh's l,ov 1)). Er omvendt Systemets Absol'plionskoef'fieicnt h og- deti-l 

I) J. W. Strutt: Phil. !\Iag. -11, Feur., Apr., .Jun. 1871. 
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Brydning~forhold N 1 give!., \iI unuer de givne Forud:;tdninger Kuglel'lle:; Anlal paa Hurn­

eoheden og eo lavere Grmnse for deres St0lTeise kunne udledes, idet man af de allgivne 
Formler fiudet' 

A = 21Ail~4'.'l(lNi\f112'.i-\ __ ""2!)\2, R3 = 1!).4 (N12+2)(N2+2) !!J:~_!!_Li-2 
A 32n4 (N12_-1)(N2 - 1) > 32n4 Nr- 1 . 

Som Exempel kunne vi tuge Brydningsforholdet og Absorptionskoefficienten for den 

atmosfmriske Luft ved smdvanligt Tryk, nemlig N J = 0,00029 og, idet to-6mm tages som 
Lamgdeenhed, It i.4 = 0,0017. Med denne siflste Koeffident vii del' pua en Strmkniog at' 

8 Kilometer absorberes 11,3 Procent af Lys med Bolgclrungden 580 og . det dobbelte for 

A = 180. 

Disse Talvmrdier indsatte ovenfor give 

A = 0,0163, R = 0,141(~:+~)4>o,111, 
altsaa paa en Kubikmillimeter et Antal af 0,0163.1t)ls J{ugler med en Hadins at' mind:;!. 
0,14C 6 

mm. Herti! svarer a = 0,00153 for J. = 580 og (1. = O,OOlSt) for J. = 480. 

Vidl forskjellig fra denne Lysbevregelse er don, som t'remkornmer i de srerlige' 

Tilfreldc, at man hal' pn = 0 eller gn = 0, hvilkc Mnligheder indtnede for en hel lhckke 
af BfJlgelrongder. lIertil svaror ifolge Lignil1gerne (111) og (112) 

wn(a)v,t'(a') - Nwn'(a)vn(a') = 0, Nwn(a)vn'(a') - wn'(a)vn(a') =~ 0. 

Den f0rsto at' disse Ligl1il1ger svarer tilnmrmelsos,,'is til vII(a') = 0, dell auden til vn-f(a') = O. 

Srottos nojagtigore i den ffJrsle Ugning a' = f3 + $, og er f3 Rod i Ligningoll vn{f3) = 0, 

saa erholdes veLl Udvikling efter Potenser af $ og Bortkastelse at' de Led, 80m indeholde 

hojere Potenser af $ end den forste, 

El' den givne Ligning qll+l = 0, vii herlil, naar de to fOl'ste Led i lldviklingen af u·,,+t{a) 

.og W;,+l (a) medtages, svare 

71.7 ( a
2 

),. '+( 1 + (n-l)a
2

) (')~O 1.'a 1+2\2n+l1Vn+da) n+ 2(2n+l) Vn+la - , 

hvor 

, " n + 1, " ((n+ 1)2 1) (' f-- n+ 1 , , v".J..l(a) = - VI! (a) + ---,- Vn(a ) og Vn+i (a) = - -,-., - - v" a) - --,- VII (a ) . 
I a a~ a 

Heraf findes med den vcdtagne Grad af Tilnrel'melse 

(2n+ l)a'vn(a') + a2 v,.'(a') = .0. 

Smttes Bn hed (1.' = f3 + $', idet ligesom for vn(f3) = 0, e1'llOldes 

l= 
a2 a 

-- (2n +1) a' = - N(2-;;-+1) . 
8' 
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Jlodderue i Pit = ° og (jn+l = 0 ere alt~aa Illeget I1mr, men ikke IlOjagtig lige 
store, og Fonikjellell imellern to tilsvurende Hflddel' cr 

, a(n+1) 
c -c = ----- n>O. 

Nn(211 + J) , 

Beleglles de tiilmtl'ellde FOI'Hlldrillger at' Bolgelmngden ved' (} og ;5', saa er 

c () c (J' fr " '" _ Aa(n + 1) n 2 -1. R2 n + I 
fi = -- I ' fi = - -;. 0(") 0 - 0 - /3 Nn (2-;;-+1) = fJ'i' -i.- . ~T21~+--1j . 

Neclenstaaellde TavIe ullgiver de fem ~t0rste Vmrclier af ~ for n = 0, 1, 2, 3, 

idet {J el' Rod i v,,(/3) = o. 

n = 0, n = 1 , n = 2, 11 == 3, 
0,6!)!)2 O,MiJl O,H!)G 

0,.)000 0,-1.0()7 0,3'15i 0,301G 
0,3333 0,2881 0,251!) 0,2293 
0,2500 0,2233 0,2025 0,185G 
0,2000 0,1823 0,1681 0,1561 

Det viI un SCI', at den stflrste FOI'~kjel i llolgcla~ngde (} ,- 0' sval'el' til ?§ == O,6!)92, 

t. Stelles dernmst til Exempel R = O,l1J og ). = 580, erholdes (}--(}' ~ 0,0000-1.5, 

~om el' 13000 Gange mindl'e end For~kjellen (O,S) imellem Bolgclamgderne al' Solspektl'ets 
to Liniel' D 1 og D 2 • 

I et System af 1\llglel' fl'emkommer i de her hetl'agtede smrlige Tilftelde Ahsorh­

lionsll'ihel', naar gjennerngaaende hvidt Lys opl(Jses i et Spektrnm. Medens llemlig, som 

vi have set, den fra hver Rug-Ie udstraalede Lysmamg-de i Almindelighell er en megel tille, 
).2(2n + I) 

meet llG proportional, Stonelse, vil den for p" = ° eller 1n = 0 vmre ----- eller 
2IT '" 

lige saa sloI' som den i.\J<rngde af indfaldende Lys, del' "cd uforstyrret Gang at' Lysstraa-

I 'II I'{ I II) l' }.Vn+-~ D . d S" Nb k erne VI (e ramme en llg c mce .l.a( IUS ---. a I et antagnc ystem a 0 llg-
n 

Icrnes i\liddclafstandc ere fOl'lldsatte at vrere langt mindrc, ses det, at Systemet omtrent· 

kan siges at VHlI'e uigjennemtramgeligt for dennc Art af Straalel'. Det vii tillige hermcrkes, 

at de til 11 = 0 cller vo((3) = 0 svarende Absorblionstl'iber ere enkelte, aile de andre 

dobbelte. 

lIar man for et System bestemt en na~kke AbsorbtionstrilJers Bnlgelamgder, ville 

disse kllnlle hcnfores til Heciprokerne af Hfldderne i v,,(/J) = 0, n = 0, I ,2, ... , ved i\lul­
N 

liplikatioll med en eukelt konstant Faktol'. Idet denne Faklor er lig med 9--'1"'5, vil det 
_ IT " 
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allsaa vwre tnllligi heraf, af Syslemels Jhydningsforhold og at' dels alrllindelige Ahsol'h­

tionskoeffident, at bestemme aIle Systemets J(onstantel', nemlig Anlallet af Kugler paa 
Humenheden, J{uglernes St0I'l'else og del'es Brydningsfol'hold. 

IIertil vii ogsaa kunne benyttes Maulinger af Stribernes Breddc, hvoraf Heregningen 
kun udfen'es paa folgende l\Iaade. 

NUll!' Bfllgelamgden i. svarer til p" = 0, vii Vmrdien al' PII for en nmrliggende 

Ihllgelumgde ,{ + 0 vrere bestemt ved 

___ [~}Jn + dp" NJr=o fI.() __ 12.32 
•• , (211--1)2 N2-1 ( N2' (+ 1)) () 

Pi! - da da' . T - --~;'-fl~--' N2- nl -t- n n I' 

Paa samme l\Iaade vil, naul' i. svarer lil qn = 0, g" fot' Bolgelwllgden l.. + () vwre 

bestemt vcd 

Skjondt (J or hetraglel som ell lille Sl(ll'l'else, vii dell dog aWl! kUIlIIe anlages sua slor, 

at pI! og qll hlive meget store i Forhold til Enhcden, saaledes al "',. og s" ville kunne 

bestemmes ved i i "'n ~-' -, SrI =~ - . 
p" qll 

For et Syslem af Kugler ville de hel'til sva1'ende Ahsorhtionskoefficienter vmre 

A ,{2 (2 n + 1) A,{2 (2n + 1) 
p,,2 ~fn-- og q,,2' ~-- . 

Vi kunne nn i Spektl'et af det gjennemgaaede Lys hetragte de to Gt'mnsel' fOI' en 

Absorhlionstribe som de l)unkter, hvor Lysintensilcten Cl' l'edllceret til en lWllslant Br0k 

e-c
, og Slrihens Bl'eddc tmnkes dn bestemt ved Forskjellen 20 imcllem B0JgeJmngdel'lle 

dissc to Pllnkter. El'.x dell lilhagelagte StnelUling af Systcmct, vil man have 

Ax ,{2(2n -+ 1) c == -- •.. -.----.--.-----
pn2 27[ 

Ax" iF (2n + 1) og c = _. -----~ .. -- . 
qn2 27[ 

Inusmttes hcri de ovenfor heregnede Vmrdier at' pn og g", ses det, at Slribernes Bl'edde 

altid cr proportional med Kyadratrodcn af den tilbagelagle Vejlumgde, ligesom ogsua med 

Rvadratroden at' Antallct af Kugler paa Hnmenheden, _ 
a'2 - a2 (} 

Den bredeste Strihe svarer til a' = 7t, q 1 = a'O ' I' som giver 

21j = 8R3 \/ () 7[_11,7] • 
,{ c 

For A = 0,0163, R = 0, HI, A = 580, .x = 1010 cller 10 Meter og c = O,(H)3, 

svarcnde til ell Absorhtion i Stribens Gt'umser af 50 Procellt, e1'holdes 

2() = 2,57 , 

som svarer til en Uredde, del' er 4,3 Gange sterre end Afstanclen imellem de to Linier 

DID 2' Det er ikkc mien Interesse at ll£gge 1\Ire1'l,e til, at 2 (J ogsaa Ilmiddelba1'L kan 
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beregnes af den almincielige Ahsol'hlionskocffidcnl It mIen l{jendskab til Syslcni.els 0vrige 

l{onstanter, idct ncmIis N i Formlen for h her kan betragtes som et rneget stort Tal. 

Ahsol'btionstriherne kmme saaledes blive meget hrede og faa snarere Karakterell 
af Ahsorbtionsbaand, naar a' IlfJrer til de mindste af llodderne i vo(a') = O. 110rer dcr­

imod a' til HodJerne i v t (r/) = 0, v2 (a') = 0, ... hlivc med de her exempelvis benyltede 

'l.'alkollstnnter selv i gunstigste Tilfrelde Slriberne redncerede til Linier at' en nroppe maalelig 

Bredde, hvad selvfolgelig dog ikke ucIelnkker, at de kunne gjores synlige. 

Det hal' ikke vweet min IIensigt med dClIne Beregning af Lyshevwgelsen indenfor 

et System af smaa Kugler at gjennemfore en llojagtig Bestemmelse af denne, llVortil vilde 

udkrreves ct stOlTe Apparat. Jeg hal' kun sogt at fremdrage det ejendommelige ved denne 

LysbeYwgelse, som for en cnkelt Kngles Vedkommende lader sig nojagtig bestemme og 
derigjennem i I10vedsagen og::;aa lader sig hercgne for en Samling af Rugler, idet llensigtcll 

hermed hal' vwret, dels at paavise l\IllJigheden af gjennem Systemets optiske EgenskaheJ' 

at komme til KuncIskab om Elemellterne, som ved deres Lidenhed selv unddragc sig den 

llmiddelhal'e Iagttn,gelse, <lcls at aahlle Blikkct foi' den slaaende Analogi, som her af Rig 

Relv tl'ruder frem, imellem del antagne Systems og Lllftartel'lles opliske Egenskabcr. 


