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Introduktion

+ Veegtede grafer. Veegt w(e) pa hver kant e i G.

+ Udspzendende tree. Delgraf T af G over alle knuder der er sammenhaengende og
acyklisk.

» Mindste udspaendende tree (MST). Udspaendende tree af minimal samlet vaegt.

Introduktion

Veegtede grafer. Veegt w(e) pa hver kant e i G.

+ Udspaendende tree. Delgraf T af G over alle knuder der er sammenhasngende og
acyklisk.

+ Mindste udspaendende tres (MST). Udspaendende tree af minimal samlet veegt.

Ikke sammenhaengende




Introduktion

 Veegtede grafer. Veegt w(e) pa hver kant e i G.

» Udspeaendende tree. Delgraf T af G over alle knuder der er sammenhangende og
acyklisk.

» Mindste udspaendende trae (MST). Udspaendende trae af minimal samlet vaegt.

Sammenhaengende og cyklisk

Introduktion

« Veegtede grafer. Vaegt w(e) pa hver kant e i G.

+ Udspeendende trae. Delgraf T af G over alle knuder der er sammenhangende og
acyklisk.

+ Mindste udspaendende trae (MST). Udspaendende trae af minimal samlet vaegt.

Sammenhaengende og acyklisk = udspsendende tree T
Vaegtaf T=6+8+23+24+9+11+7=288

Introduktion

+ Veegtede grafer. Veegt w(e) pa hver kant e i G.

+ Udspzendende tree. Delgraf T af G over alle knuder der er sammenhaengende og
acyklisk.

» Mindste udspaendende tree (MST). Udspaendende tree af minimal samlet vaegt.

Mindste udspaendende trae T
Vaegtaf T=4+6+5+8+11+9+7=50

Anvendelser

* Netvaerk design.
« Computer, vej, telefon, elektrisk, kredslab, kabel tv, hydralisk, ...

+ Approksimationsalgoritmer.
» Handelsrejsendes problem, steiner treeer.

* Andre anvendelser.
» Meteorologi, kosmologi, biomedicinsk analyse, kodning, billedanalyse, ...
» Se f. eks. http://www.ics.uci.edu/~eppstein/gina/mst




Repraesentation af vaegtede grafer
+ Incidensmatrix og incidensliste.
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Egenskaber for MST

+ Simplificerende antagelse.
+ Alle kantveegte i G er forskellige.

MlﬂdSte UdSpB@ﬂdeﬂde tr% + G er sammenhangende

+ = MST eksisterer og er unik.

+ Egenskaber for mindste udspaendende traeer




Snitegenskab

+ Def. Et snit er en opdeling af knuderne i to (ikke-tomme) maengder.
+ Def. En snitkant i et snit er en kant med et endepunkt i hver side af snittet.
- Snitegenskab. For et vilkarligt snit, er den letteste snitkant med i MST.

shitkanter

Snitegenskab

+ Def. Et snit er en opdeling af knuderne i to (ikke-tomme) maengder.
+ Def. En snitkant i et snit er en kant med et endepunkt i hver side af snittet.
+ Snitegenskab. For et vilkarligt snit, er den letteste snitkant med i MST.
* Bevis. Modstridsbevis.
» Antag den letteste snitkant e for et snit ikke er med i MST.
« Huvis vi tilfgjer e til MST laver vi en kreds.
+ = Der er en anden snitkant f i kredsen.
« = Huis vi fierner f og tilfejer e har vi et nyt udspaendende trae T.
+ Da w(e) < w(f) er w(T) < w(MST).

Kredsegenskab

- Kredsegenskab. For en vilkarlig kreds, er den tungeste kant i kreds ikke med i MST.
* Bevis. Modstridsbevis

+ Antag tungeste kant f pa en kreds K er indeholdt i MST.

+ = Der er lettere kant e i K, der ikke er indeholdt i MST.

+ Hvis vi fierner f og tilfejer e har vi et nyt udspaendende tree T.

» Da w(e) < w(f) er w(T) < w(MST).

kreds K

Egenskaber for MST

+ Snitegenskab. For et vilkarligt snit, er den letteste snitkant med i MST.
+ Kredsegenskab. For en vilkarlig kreds, er den tungeste kant i kreds ikke med i MST.




Mindste udspaendende tree

* Prims algoritme

Prims algoritme

« Start ved en knude s og opbyg et tree T fra s.
« | hvert skridt, tilfgj letteste kant med netop et endepunkt i T.
« Stop nér T har n-1 kanter.

»

Prims algoritme

+ Start ved en knude s og opbyg et tree T fra s.
* | hvert skridt, tilfgj letteste kant med netop et endepunkt i T.
+ Stop nar T har n-1 kanter.

+ Opgave. Handker Prims algoritme fra knude 0 pa folgende graf.

Prims algoritme

+ Lemma. Prims algoritme beregner MST.

« Bevis.
- Kig pa snit mellem besggte og ikke besogte knuder i et skridt af algoritme.
« Vi tilfgjer letteste snitkant e til T.
+ Snitegenskab = kanten e er i MST = T er MST efter n-1 skridt.

"




Prims algoritme

» Implementation. Hvordan implementerer vi Prims algoritme?
+ Udfordring. Find den letteste kant med netop et endepunkt i T.

Prims algoritme

« Implementation. Vedligehold knuder uden for snit i prioritetske.
» Nogle af knude v = letteste kant der forbinder v til traeet. (e hvis ikke forbundet).
* | hvert skridt:
+ Find letteste kant = EXTRACT-MIN
» Opdater veegt af naboer af ny knude med DECREASE-KEY.
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Prims algoritme

PrRIM(G, s)
for alle knuder veV
v.key = «
v.m = null
INSERTCP,V)
DECREASE-KEY(P,s,@)
while (P = @)
u = ExTRACT-MINCP)
for alle naboer v af u
if (v € P and w(u,v)<key[Vv])
DECREASE-KEY(P,Vv,w(u,Vv))
V.T = Uu

+ Tid.
* n EXTRACT-MIN
* n INSERT
+ O(m) DECREASE-KEY
+ Samlet tid med min-hob. O(m log n)

Prims algoritme

+ Theorem. Prims algoritme implementeret med en min-hob beregner en MST i O(m
log n) tid.

+ Gradighed. Prims algoritme er eksempel pa en gradig algoritme.
« | hvert skridt, treef det optimale lokale valg.

+ = global optimal lgsning.




Prims algoritme

« Prioritetskaer og Prim. Kompleksitet af Prims algoritme afhaenger af prioritetske:

* n INSERT

* n EXTRACT-MIN

* m + 1 DECREASE-KEY

Prioritetsko INSERT EXTRACT-MIN | DECREASE-KEY Total
tabel o(1) O(n) o(1) O(n?)
binaer hob O(log n) O(log n) O(log n) O(m log n)
Fibonacci hob o)t O(log n)t ot O(m + n log n)

T = amortiseret koretid

Mindste udspaendende tree

* Kruskals algoritme

Kruskals algoritme

+ Kig pa kanter fra letteste til tungeste.
* | hvert skridt, tilfej kant til T hvis den ikke medferer en kreds i T.

+ Stop nér T har n-1 kanter.

Kruskals algoritme

+ Lemma. Kruskals algoritme beregner MST.
* Bevis.
- Algoritme kigger pa kanter fra letteste til tungest. To tilfeelde for en kant e = (u,v).
- Tilfzelde 1. e danner kreds og bliver ikke tilfgjet til T.
- e er tungeste kant pa kreds.
+ Kredsegenskab = e er ikke med i MST.
- Tilfeelde 2. e danner ikke kreds og bliver tilfgjet til T.
- e er letteste kant pa snittet givet ved sammenhasngskomponenter for u og v.
+ Snitegenskab = e er med i MST.
« = T er MST nér n-1 kanter er tilfojet.




Kruskals algoritme

» Implementation. Hvordan implementerer vi Kruskals algoritme?

» Udfordring. Afger om en kant danner en kreds.

Kruskals algoritme

+ Implementation. Vedligehold kanter i T i datastruktur til dynamiske
sammenhaengskomponenter.

* | hvert skridt:
» Underseg om kant danner en kreds = CONNECTED.
« Tilfej ny kant = INSERT.

Kruskals algoritme

KRUSKAL(G)
Sorter kanter
INITCn)

if (!ConNECTEDCU,V))
INSERTCU, V)
return indsatte kanter

for alle kanter (u,v) i sort.

orden

« Tid.
« Sortering af m kanter.
c 1INT
+ m CONNECTED
* n INSERT

+ Samlet tid med veegtet forening. O(m log m + n + m log n) = O(m log n).
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Kruskals algoritme

+ Theorem. Kruskals algoritme implementeret med veegtet forening beregner en MST i
O(m log n) tid.

+ Gradighed. Kruskals algoritme er ogsa eksempel pa en gradig algoritme.




Mindste udspaendende tree

» Hvad er den bedste algoritme til MST? Kan man lgse problemet i linezer tid?

Ar Tid Opdaget af
onioom | Jani o ks
1975 O(m log log n) Yao
1986 O(m log* n) Fredman, Tarjan
1995 O(m)* Karger, Klein, Tarjan
2000 O(na(m,n)) Chazelle
2002 optimal Pettie, Ramachandran
20xx O(m) ?227?

I = randomiseret koretid

Mindste udspaendende tree

* Introduktion

* Repraesentation af vaegtede grafer

+ Egenskaber for mindste udspaendende traeer
* Prims algoritme

* Kruskals algoritme




