Forén og find

* Introduktion

* Hurtig find

* Hurtig forening

+ Veegtet forening

« Stikompression

» Dynamiske sammenhaengskomponenter

Philip Bille

Forén og find

* Introduktion

Forén og find

+ Forén og find (union-find). Vedligehold en dynamisk familie af maengder under
operationer:

« INIT(n): opret maengder {0}, {1},..., {n-1}

+ UNION(i,j): forener de to maengder der indeholder i og j. Hvis i og j er i samme
maengde skal der ingenting ske.

+ FIND(i): returnerer en repraesentant for maengden der indeholder i.
INIT(9)
{0} {1} {2} {3} {4} {5} {6} {7} {8}

UNION(5,0)
{1,0,6} {8,3,2,7} {4,5} =) {1,0,6,4,5} {8,3,2,7}

* Repraesentant kan vaere et hvilket som helst element i maengden.
+ FIND(i) == FIND(j) hvis og kun hvis i og j er i samme maengde.

Forén og find

+ Anvendelser.

Dynamiske sammenhaengskomponenter.

Mindste udspaendende tree.

Unificering i logik og oversaettere (afger om udtryk er ens).

Naermeste faelles forfader i traeer.

Hoshen-Kopelman algoritme i fysik
Spil (Hex og Go)
lllustration af snedige teknikker til design af datastrukturer.
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Hurtig find

« Hurtig find (quick-find). Vedligehold en tabel id[0..n-1] s& id[i] er repraesentant for i.
« INIT(n): saet alle elementer til at veere deres egen repraesentant
» UNION(i,j): opdater repraesentant for alle elementer i den ene masngde.
+ FIND(i): returner repreesentant.

INIT(9)
{0} {1} {2} {3} {4} {5} {6} {7} {8}

0 1 2 3 4 5 6 7 8
idl [o]1[2]3]af[s5]6]7][8]

UNION(5,0)
{1,0,6} {8,3,2,7} {4,5} =—————) {1,0,86,4,5} {8,3,2,7}

idl [1[1]3[3[s5]5]1[a[a] [1]1][3[a[1]1[1]3]3

* Hurtig find
Hurtig find
. UNION(Ci, )
I"”E”)‘ iID = FInD(i)
or k =0 to n-1 T = F .
id[k] = k JID = FIND(3)
: if (1ID = jID)
FIND(i): For‘.k =0 ton-1
return id[i] if E:jd[%] ==?IBID)

UNION(5,0)

{1,0,6} {8,3,2,7} {4,5} =) {1,0,6,4,5} {8,3,2,7}

0 1 2 3 4 5 6 7 8
idl [1]1[3]a|5[5[1][3]3]

0 1 2 3 4 5 6 7 8
[1]1]a]a]1[1]1]3]3]

+ Tid.

+ O(n) tid for INIT, O(n) tid for UNION og O(1) tid for FIND.

Hurtig find

+ Theorem. Vi kan lese forén og find med n elementer i
+ O(n) tid for INIT
+ O(1) tid for FIND
+ O(n) tid for UNION
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* Hurtig forening

Hurtig forening

« Hurtig forening (quick-union). Vedligehold hver maengde som et rodfeestet trae
repreesenteret ved tabel p[0..n-1] af foraeldrepegere. Roden af tree er repraesentant
for maengde og p[rod] = rod.

+ INIT(n): lav n traeer med et element hver.

+ UNION(i,j): hvis FIND(i) = FIND(j), ger rod af det ene trze til barn af roden af det
andet tree.

+ FIND(i): felg sti til rod og returner rod.

0 1
pDIOIOI7|2|4|4|0|7|7| |0|0|7|2|0|4|0|7|7|

Hurtig forening

+ INIT(n): lav n traeer med et element hver.

+ UNION(i,j): hvis FIND(i) = FIND(j), ger rod af det ene tree til barn af roden af det andet
tree.

+ FIND(i): folg sti til rod og returner rod.

+ Opgave. Vis datastruktur efter hver operation i folgende sekvens.
= INIT(7), UNION(O,1), UNION(2,3), UNION(5,1), UNION(5,0), UNION(0,3), UNION(5,2),
UNION(4,3), UNION(4,6).

Hurtig forening

INITCN):
for k =@ to n-1 UNIONCi, 3):
Pkl = = FIND(i)
FIno(i): rj = FIno(3)
while (i != p[il) if (ri=ry
i = p[i] plril = rj
return i

+ Tid.

+ O(n) tid for INIT, O(d) tid for UNION og O(d) tid for FIND.




Hurtig forening

» Theorem. Vi kan lgse forén og find med n elementer i

» O(n) tid for INIT

+ O(d) tid for FIND

+ O(d) tid for UNION
+ Dybden d af T er den maksimale leengde af en sti fra rod til blad.
- Darlig nyhed. Dybden kan veere n-1.

- Udfordring. Kan vi saette sammen traeerne snedigt sammen sa vi
begreenser dybden?

d=n-1—>
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* Veegtet forening

Veegtet forening

+ Veegtet forening (weighted quick-union). Udvidelse af hurtig forening. Vedligehold
tabel sz[1..n] med storrelse af hver knude = antallet af knuder i deltree.

+ INIT: (naesten) som for.
+ FIND: som for.

+ UNION(i,j): hvis FIND(i) # FIND(j), ger rod af det mindste tree til barn af roden af det
storste tree.

* Intuition. Veegtet forening balancerer traeerne.

UNIONG]
G ° NION(,j) °

© 5 6

sz[r]] = sz[ri] + sz[r]

Veegtet forening

UNIONCi, )
ri = FIND(1)
ri = FIND(3)
if (ri = ry)
if (sz[ri] < sz[riD)
plri] = r;
sz[rj] = sz[ri] + sz[ri]
else
plril = ri

sz[ri] = sz[ri] + sz[rj]

Q ° UNION(, )
©
®

O
©




Veegtet forening

» Lemma. Med vaegtet forening er dybden af en knude hgijst logz n.

+ Bevis.

+ Kig pa en knude i med dybde di.

« Initielt er di = 0.

+ dioges med 1 nar treeet med i forenes med et sterre tree.
+ Det forenede tree er mindst dobbelt sa stort.
+ Vi kan fordoble starrelse af treeer hgjst log2 n gange.

+ = di<logzn.

©

Veegtet forening

+ Theorem. Vi kan lgse forén og find med n elementer i

* O(n) tid for INIT
* O(log n) tid for FIND
* O(log n) tid for UNION

Forén og find

- Udfordring. Kan vi gere det endnu bedre? Hvad er den bedste man kan habe p&?

Datastruktur UNION FIND

hurtig find O(n) o(1)

hurtig forening O(n) O(n)
veegtet forening O(log n) O(log n)

Forén og find

+ Stikompression




Stikompression
- Stikompression. Komprimer stien ved FIND = alle knuder pa sti bliver barn af rod.

- /ndrer ikke pa tid for en FIND operation. Efterfelgende FIND operationer bliver
hurtigere.

- Virker bade med hurtig forening og vaegtet forening.

FIND(9)

Stikompression

+ Theorem [Tarjan 1975]. Med stikompression tager enhver sekvens af m FIND og
UNION operationer over n elementer O(n + m a(m,n)) tid.

« a(m,n) er den inverse til Ackermanns funktion. a(m,n) < 5 for ethvert praktisk input.

+ Theorem [Fredman-Saks 1985]. Det er ikke muligt at understatte m FIND og UNION
operationer O(n + m) tid.

Forén og find

Datastruktur m UNION og FIND
hurtig find O(mn)
hurtig forening O(mn)
veegtet forening O(n + mlog n)

vaegtet forening +
stikompression

O(n + m a(m,n))

umuligt

O(n + m)

Forén og find
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Dynamiske sammenhaengskomponenter

» Dynamiske sammenhangskomponenter. Vedligehold en dynamisk graf under
operationer.

« INIT(n): opret en graf G med n knuder og ingen kanter.
+ CONNECTED(u,V): afger om u og v er sammenhaengende.
+ INSERT(u, V): tilfej kant (u,v). Vi antager (u,v) ikke allerede findes.

INSERT(3,4)
—

O—0 & © O—0 © ©

Dynamiske sammenhaengskomponenter

+ Implementation med forén og find.
« INIT(n): initialiser en forén og find datastruktur med n elementer.
+ CONNECTED(u,V): FIND(u) == FIND(V).
* INSERT(u, v): UNION(u,V)

O—& GO O—E—
INSERT(3,4)
—

O—0 © © (O—®

®

Dynamiske sammenhaengskomponenter

» Theorem. Vi kan lese dynamiske sammenhaengskomponenter i en graf med n
knuder i

+ O(n) tid for INIT
* O(log n) tid for CONNECTED
+ O(log n) tid for INSERT
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